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@ Meilleur en maths

1. Division euclidienne dans IN

1.1. Définition

(¢;7) d'entiers naturels vérifiant: avec 0<r<b

q est etr est de la division euclidienne de a par b

Soit a un entier naturel et b un entier naturel non nul alors il existe un unique couple

1.2. Exemple

Sia=31etb=5alors g=6etr=1
31=6X5+1

1.3. Propriétés

aeN pelN

b divise a < (le reste de la division euclidienne de a par b est nul)

Si g est le quotient de la division euclidienne de a par b alors: \ bg<a<b (q+ 1) \

1.4. Utilisation d'un tableur

Avec le tableur d'openoffice.

Taper:
EnAl:a En B1=b En C1: quotient En D1: reste

& Sans nom 1 - OpenOffice.org Calc M Mt e i

Fichier Edition Affichage Insertion Format Outils Données Fenétre /
‘B-BH® BER SE KD
@l |adal e ] 675 ==
D1 ] A& 8 & [reste

A 8 [ ¢ H.d E
a b quotient restel

Taper:
En A2:31 En B2 :5

On va programmer le tableur pour qu'il calcule le quotient et le reste de la division euclidienne de 31 par 5.

En C2, on saisit: «=quotient(A2;B2) », on tape sur entrée

En D2, on saisit: «~=mod(A2;B2) », on tape sur entrée

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés

Page 2
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On obtient:
520 nom 1 - perim g AR

FEichier Egmon Affichage Insertion Format Outils Données Fenétre

BB H® BERSE Ke®-&

D@ Al =] -] 6 7T 5 ===
D3 A E =]
A [ B [ c (o] €
1 |a b quotient reste
2 N 1
N —
5

&

On peut effectuer d'autres divisions euclidiennes en donnant de nouvelles valeurs a a et b et en étirant les deux
formules.

Exemple:

ichier Edition Affichage Insertion Format Outils Données Fenétre
P-EBde v BER YPE K EG-S
CfE Aol lw ] 6 75 ==:
=] &% & = [=moprezE2

A ] B c B E
b quotient reste

Ell 5 6] 1
1537 19 80 1
107813 421 256 37]

2. Systémes de numération

2.1. Introduction

Soit le nombre a que I'on représente dans le systeme décimal par 8 239.
Ceci veut dire:

a=8x10°+ 2X10°+ 3x 10"+ 9x10°

9 est le chiffre des unités

3 est le chiffre des dizaines

2 est le chiffre des centaines

8 est le chiffre des milliers

On représente tous les entiers naturels en utilisant 10 chiffres: 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9

Si m; ¢; d; u sont des chiffres et m# 0, note mcdu=mx10°+ c¢x10°+d x10'+ ux10°

2.2. Base quelconque

belN b=2
La numération en base b nécessite I'emploi de b symboles.

Si5<10, on utilise les symboles (chiffres) du systéme décimal, si b>10 on doit faire intervenir d'autres
symboles.
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Exemples:
en base2: les symboles sont: 0; 1

en base 6: les symboles sont: 0; 1; 2; 3;4; 5
en base 12: les symboles sont: 0; 1;2; 3;4;5;6;7;8;9; a; B

Le nombre noté mcdu en base b est égal 3 a=mXb’+ cXb*+d Xb'+ uxb’

Exemples:

a s'écrit 2035 en base 6.
a=2X6"+0X 6+ 3X6'+ 56"
a=2X216+3 X6+ 5X%1
a=432+18+5

a=455

a s'écrit 10 011 011 en base 2.

a=1X2"+ 0x 2%+ 0x27+ IX 2"+ 1x2%+ 0x 2%+ 1 x2'+ 1x2°
a=1X128+ 1X16+ 1 X8+ 1 X2+ 1X1

a=128+ 16+ 8+ 2+ 1

a=155

a s'écrit 8502 en base 12.

a=8X12*+ 5x12°+ ax12’+2x12'+ px 12°
a=8X20736+ 5X1728+ 10X 144+ 2Xx 12+ 11x1
a=165888+ 8640+ 1440+ 24+ 11

a=176003

Le nombre a s'écrit 1461 en base 10. L'écrire en base 6.

Pour cela, il suffit d'effectuer une suite de division euclidienne dont le diviseur est 6.

1461}_6 243}_6 40}_6 6}_6 1}_6
26 243 03140 41 6 011 110
21 3

3
On continue les divisions jusque 1'obtention d'un quotient égal a zéro (et non d'un reste nul)

On obtient g=1Xx6"+ 0X6°+ 4X6%+3%X6'+3%x6°
Donc a=10433 en base 6
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2.3. Utilisation d'un logiciel

Avec le tableur d'openoffice.

Taper:
En Al: a en base 10 En B1: base En D1: chiffres dans la base

B e EEB‘&N%E‘&;@ B @NL By HOE

@ |l e F]e6rs =s=== % i e O

K E = |

1 [aen b:\se 10 base . < chiffres dans la base £ _d . | . ‘
En A2: 1461 EnB2: 6 En C2: « =quotient(A2;B2) » En D2: « =mod(A2;B2) »
EnA3: «=C2» En B3: « =§B2 » En C3: « =quotient(A3;B3) » En D3: « =mod(A3:B3) »

o rom 3-SR G

Fichier Edition Affichage Insertion Format Outils Données Fenétre Aide

‘BE-EH= BEER SEKER-¢ B-c- @48 by B O

[ Al o FJ6r7rsS s=== &% ¥Fiad s O-
A E = |
A [ B c D E [ F [ G [ H |
1 |aenbase 10 base chifres dans |a base
2 1461 6 3
3 243 6 40 3
= |
L5 |
L& |
L7
8
9

Puis on étire la ligne jusqu'a obtention d'un quotient égal a 0.

o rom 3-SR G

Fichier Edition Affichage Insertion Format Outils Données Fenétre Aide

‘BE-EH= BEER SEKER-¢ B-c- @48 by B O

[ [al e 675 s=s=s5 h%¥aM s O-
5z - oo
5 B D E [ F [ G | H |

| 1 |aenbase 10 base chiffres dans la base
51 5 3
m 743 5 FL | E
(4 | 40 5 5 g
5 5 1 0

6 1 6 0 1

7
N

3. Algorithme d'Euclide

a€N beN

On se propose de déterminer 1'ensemble des diviseurs communs de a et b.

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés Page 5



QY Meilleur en maths

3.1. Activités

a) 1¢ exemple

a=252 et b=18
On effectue la division euclidienne de a par b
252=14%18

donc 18 est un diviseur de 252
Tout diviseur de 18 est un diviseur de 252

Conclusion: tous les diviseurs communs de 252 et 18 sont les diviseurs de 18

b) 2™ exemple
a=963 et b=153
On effectue la division euclidienne de a par b
963=153 X6+ 45 0<45<153
Soit d un diviseur commun de 963 et 153 alors d divise 153 et 963 —153 X6=45

De méme si d divise 153 et 45 alors d divise 153 et 153X 6+ 45=963 donc d est un diviseur commun de 963 et
153

Conclusion: L'ensemble des diviseurs communs de 963 et 153 est 1'ensemble des diviseurs communs de 153 et
45.

3.2. Théoreme

a et b sont deux entiers naturels non nuls. On note r le reste de la division euclidienne
de a par b.

4 Sir=0 alors a=bgq
L'ensemble des diviseurs communs de a et b est
4 Sirz0 alors a=bg+r 0<r<b

L'ensemble des diviseurs communs de a et b est

3.3. Activité

a=963 b=153

963=6X153+45  0<45<1353

L'ensemble des diviseurs communs de 963 et 153 est I'ensemble des diviseurs communs de 153 et 45.
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153=3X45+ 18 0<18<45

L'ensemble des diviseurs communs de 963 et 153 est I'ensemble des diviseurs communs de 45 et 18.

45=18X2+9 0<9<18

L'ensemble des diviseurs communs de 963 et 153 est I'ensemble des diviseurs communs de 18 et 9.

18=9X%X2+0

L'ensemble des diviseurs communs de 963 et 153 est I'ensemble des diviseurs communs de 9.

On effectue donc des divisions euclidiennes successives, le suite des restes est strictement décroissante. Le
nombre important est le dernier reste non nul, ici 9.

On peut aussi utiliser un tableur:

Avec le tableur d'openoffice.

Taper:

En Al: 963 En B1: 153 En Cl1: « =quotient(A1;B1) » En D1: « =mod(A1;B1)

Eichier Egmon Affichage [nsertion Format Outils Données Fenétre Aide

B EBH= - BEQRPEKED-¢ B0 @8N kv OO
P | Adal =] [=] 6 F § ==== 5% 5% %e oM ez = O -
D2 A E =]

[ A T &8 [ c [l ¢ F [ 6 [ w [ 1
1 963 & 5 15
; —1

4

5

6

7

En A2: «=B1 » En B2: «=D1 »

Fichier Edition Affichage Insertion Format Outils Données Fenétre Aide

‘B-EBH= Eﬁiﬁﬁ‘a‘}%%@é'd B-o- @88 by 2O
| Adal [w [l 6785 ==== Jh % %S ® s e O -
B3 = AZ = |

A Tl ¢ [ o ] € F [ 6 [ W [ 1
1] 963 153 6 5
2 153 45
: —1]

Puis on étire les différentes formules

Fichier Edition Affichage [nsertion Format OQutils Données Fenétre Aide

‘B EH AR SEREE-¢ B0 @44 by HOE
{ e | Adal Flo 678 =s===5 h%%¥LH s O-
A2D2 ] # & = [-mop(azez)

E [ F | G [ H | 1

963 153 B 45
3 53 75 k| gk |
45 18 2 9]'

4 18 9/ 2 0
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2.4. Algorithme d'Euclide

a et b étant 2 entiers naturels non nuls.
On note 7| et g, les reste et quotient de la division euclidienne de a par b.

a=bgq,+r, 0<r<b

4 Sir,;=0alors I'ensemble des diviseurs communs de a et b est 'ensemble des diviseurs de b.
4 Sir,;#0, onnote 7, et ¢, les reste et quotient de la division euclidienne de b par 7, .
b=rq,+r, O0<r,<r,

4  Sir,=0 alors I'ensemble des diviseurs communs de b et 7', est I'ensemble des diviseurs de 7 .
4 Sir,#0 | on note 75 et q; les reste et quotient de la division euclidienne de 7, par 7, .

r=rygqstr, O<ri<r,

On réitere le procéde, ...
La suite des restes est strictement décroissante donc il existe €N |, n>2 tel que 7,=0

DOHC, rn—2: rn—l X qn+ 0

Conclusion:

L'ensemble des diviseurs communs de a et b est 'ensemble des diviseurs de 7,_; (dernier reste non nul)

4. Plus grand commun diviseur

4.1. Remarque

Si a=bq alors le plus grand diviseur commun de a et b est b.

Exemple:
252=18X%14
D =1;2;3;6;9;18

Le plus grand diviseur commun de 252 et 18 est 18.

Si rn_1¢0 et I"nZO

Le plus grand diviseur commun de a et best?,_; .

Exemple:
a=963 et b=153
7’3:9 et 7”420
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Le plus grand diviseur commun de 963 et 153 est 9.

4.2. Notation

On note Pged(a;b) ou (a Ab)

4.3. Conséquence

Secd(a;b).

est l'ensemble des diviseurs de

4.4. Propriété 1

a et b étant 2 entiers naturels non nuls.

Pged(a:by=Pged(b:a)  ou

Exemple:
a=963 et b=153 Pgcd(a;b)=9
Pgcd(b;a)?

153=0X%963+ 153 0<153<963

4.5. Propriété 2

a, b et k étant 3 entiers naturels non nuls.
Peacd(ka;kby=kPgcd(b;a) |

Exemple:

a=963 et b=153 Pgcd(a;b)=9
k=5

5a=4815 5b=765
4815=6X765+ 225
765=3X%X225+90

225=2X90+ 45

90=2X45+ 0
Pgcd(4815;765) =45=5X9
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4.6. Propriété 3

Si d est un diviseur commun de a et b.On note a=da'et b=db' ( a 'eN"eth'eN )
Pged(a;b) =0 et Pged(a’sb’) =0
Alors

Démonstration:
Pecd(a;b)y=Pgcd(da",db"y=d Pgcd(a’;b")

anb=(da')A(db')=d(a'AD")

4.7. Activité

a=963 b=153 Pgcd(a;b)=9

On veut écrire 9 comme combinaison linéaire de a et b c'est a dire on veut trouver 2 entiers relatifs u et v tels
que: ua+ vb=9

963=6X153+ 45 a=6Xb+45

On exprime le reste en fonction de a et b

45=a—-6b

153=3x45+ 18 b=3X(a—6b)+ 18
18=—3a+19b

45=2x18+9 a—6b=2X(—3a+19b)+9
Donc

9=T7a—44b

Attention cette écriture n'est pas unique.

4.8. Théoreme

Pour tous entiers naturels non nuls a et b il existe 2 entiers relatifs u et v tels que:

aut+bv=Pgcd(a;b)

Démonstration:
4 Sibdivise a
a=bq et Pgcd(a;b)=b
On peut écrire Oa+ 1b=b
(u=0 et v=1)

4 Si b ne divise pas a, on considere 1'algorithme d'Euclide:
a=bq+r,

Donc, r1=a—bq,
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b=r,q,+r,

b:(a_b‘h)‘b"' )
b=aq,—bq,q,+ r,
Donc, r,=—aq,+(1+¢,q,)b

rl:r2q3+ 7"3

ri=(=aq,* (1+ q,4,)b) g+ r,
a—bq,=(—aq,+ (1+ q,q,)b) g;+ r,
a—bq,=—aq,q;+ (1+ q,q,) bq+ r,
a—bq,=—aq,q;+ bqs+ q,q,bq;+ r,
Donc, r;=a—bq+ aq,q;—bq;—q,9,bq;
ry=(1+q,q;)a—(q,+ 45+ 4,4,45)b

On réitére un nombre fini de fois ce procédé, et on trouve 2 entiers relatifs u et v tels que: aut+bv=%gcd(a;b)

4.9. Exercices

Pour les exemples suivants, calculer %gcd(a;b) et déterminer des entiers relatifs u etv tels que
aut+bv=Sgcd(a;b)

a) a=11222 b=279

a b Quotient | reste
11222 279 40 62
279 62 4 31
62 31 2 0

Pgcd(a;p)=31

a=40b+ 62
Donc, 62=a—40b

b=4Xx62+ 31
b=4(a—40b)+ 31
b=4a—-160b+31
Donc, 31=—4a+ 161bH
u=-4 et v=161

On peut utiliser un tableur:
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EnAl:a EnBl1: b En C1: quotient

En G1: au+ bv

En D1: reste EnEl:u EnFl:v

| 5ans nom 1- OperOfficeorg Calc I+ il e -« oY
Fichier Edition Affichege Insertion Format Outils Données Fenétre Aide

B EBH= - 282 PEXLE- B0 @48y B0 D
) Al e 675 =s=== Ty % % M e O
fi % & [ourny
L A . ‘h . |quot\e:t reste 2 |u : 4 : au+bv. : ‘ :
En A2: 11222 En B2: 279 En C2: «=quotient(A2;B2) » En D2: «=mod(A2;B2) »
En E2: «=1» En F2: « =-C2 » En G2: « =A$2*E2+B$2*F2 »
car:
a=bq+r,
ri=a—bq,

Donc, u=1etv=—gq,
ri=E2Xa+ F2Xb

Sans nom 1 -

Fichier Edition Affichage Insertion Format Outils Données Fenétre Aide

B BH% - 28R PEXEe-¢ B @88k 38
@ Al Flw ] 6rsS === Jh % %W eses O -
AE =]
Al B [ ¢ [ o | E F ol H [ 1
| 1 |a b quotient reste u v au+by
2 11222 62 1 -40! 62
B —]
i
En A3: «=B2» En B3: «=D2 »
Pour C3 et D3, on étire les formules C2 et D2
En E3: « =-E2*C3 » En F3: « =1-F2*C3 »
car:
b=r q,*r,

b=(E2Xa+ F2Xb)XC3+r,

donc:
r,=(—E2XC3)Xa+(1-F2xC3)xb
r,=E3Xa+ F3Xb

Pour G3, on étire la formule de G2.

Eichier igﬂion Affichage [nsertion Format Outils Données Fenétre Aide

‘B-EH®

BERSEKER-¢ B-0- @4 L by HO T

@ |vial e 678 =s==-= Jho% 3% % == O -
A E = [-ArBesrs
A [ 8 [ ¢ b [ & [ F eemcess v [ 1
1 ]a b quotient reste u 4 au+hy
2 11222 40 62 1 -40 62
= 279 62 4 31 4 L5 I— |
4
5
6
7
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Pour E4; B4; C4; Da, on étire les formules des cellules A3; B3; C3 et D3.
En E4: « =E2-E3*C4 » En F4: « F2-F3*%C4 »

car:

7’1=l"2q3+ Vs

E2Xa+ F2xb=(E3Xa+ F3Xb)XC4+r,
r,=(E2—E3XC4)Xa+(F2—F3xXC4)xb

Pour G4, on étire la formule de G3.

On continue autant que nécessaire, on arréte lorsque 1'on obtient 0 dans la colonne reste.

& Sans nom 1 - OpenOffice.org Cal

chier Edition Affichage [nsertion Format OQutils Données Fenétre Aide

S
hi
‘B-EH» AER PE R B BUN By BB

5@ [Adal Flw [-]6 7858 ==== doo% i e=e= O~
FL ] AE =]
A ] B [ C | D [ E ] | G| H | 1

a b quotient reste u \d au+by
11222 279 40 62 1 -40 62
279 62 4 k)l 4 161 31
62 k)l 2 0

On retrouve gcd(a;b)=3 1=-4q+161b

b) a=6157 b=1645

a b Quotient | reste
6157 1645 3 1222
1645 1222 1 423
1222 423 2 376
423 376 1 47

376 47 8 0

Pgcd(a;b)y=47

a=3b+ 1222
Donc, 1222=a-3b

b=1x1222+ 423
b=1(a—3b)+ 423
b=a—3b+423
Donc, 423 =—a+4b

1222=2X423+ 376
a—3b=2(—a+4b)+ 376
a—3b=—2a+8b+376
Donc, 376=3a—11b
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423=1X376+47
—a+4b=1(3a—11b)+ 47
—a+4b=3a—11b+47
Donc, 47=—4a+ 15b
u=—4etv=15

On peut aussi utiliser le tableur:

Fichier Edition Affichage Insertion Format Outils Données Fenétre Aide

- [ E8R ¥E KL ¢ B-0- @488 by o E
P |Adal o -] 6785 ==== % W e O
Gl5 A E =]

A ] B [ c ] D | E F G H | 1

1 |a b quotient reste u v au+by

E 6157 1645 3 1222 1 3 1222

3 1645 1222 1 423 1 4 423

4 1222 423 2 376 3 B 376
[ 5| 423 376 1 47 4 15 47

6 376 47 8 0

7

8

9
al

c) a=1027 b=181

a b Quotient | reste
1027 181 5 122
181 122 1 59

122 59 2 4
59 4 14 3
4 3 1 1
1 1 0

Pged(a;b)=1

a=5b+122
Donc, 122=a—-5b

h=1x122+ 59
b=1(a—5b)+59
b=a—-5b+59

Donc, 59=—a+ 6b

122=2X59+4
a—5b=2(—a+ 6b)+4
a—5b=—2a+12b+4
Donc,4=3a—17b
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59=14x4+3
—a+6b=14(3a—17b)+3
—a+6b=42a—238h+3
Donc, 3=—43a+ 244 b

4=1x3+1
3a—17b=1(—43a+244b)+ 1
3a—17b=—43a+244b+ 1
Donc, 1=46a—261b

u=46 etv=-—261

On peut aussi utiliser le tableur:
[ et Oper e G

Fichier Edition Affichage Insertion Formst Outils Données Fenétre Aide

BBl @ ¥EXEe-¢ B0 @48 kv A
el | Adal Fw [l 6 r7rs =s=== Sy % ¥ % o ez O~
G16 ] A E = |
A [ B [ C [ D [ E [ F H [ 1

1 |a b quotient reste u v au+by

2 1027 181 5 122 1 5 122

3 181 122 1 59 -1 6 59

4 122 59 2 4 3 -7 4
5 | 59 4 14 3 43 244 3

6 4 3 1 1 46 -261 1

1 3 1 3 0

8

9

4.10. Plus grand diviseur commun de n nombres

a,b,c Sont 3 entiers non nuls.
Pgcd(a;b) =90, Secd(a;c) =9, SPecd(b;c) =0,
Alors, Pged(a;b;c)=Pged( 0, ;0)=Pged( 9, ;p)=Pged( s ;a)

SineN,n=2 .
On peut définir par récurrence le ged de n entiers naturels non nuls.

Si Pged (a;ay;...5a,)=0

n

Alors’ '@ng (al;a2; ot ;an ’.an+ l): '@gcd (6n;an+l>:6n+l

4.11. Remarque

Apres avoir décomposé les deux entiers naturels non nuls a et b en produit de facteurs premiers, pour calculer le

Pgcd de a et b, on effectue le produit des facteurs premiers communs a a et b, chacun étant affecté de son plus
petit exposant.
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Exemple:
a=5282200 bh=5505500
a=2’%x5"%x7"x11 b=2"X5Xx7x11°%13

Peed(a;h)=2°x5*x 7x11=7700

5. Nombres premiers entre eux

5.1. Définitions

Deux entiers naturels non nuls a et b sont si et seulement si leur

Pged est égal a 1.

Des entiers naturels non nuls a,;4a,;...;a, sont

si et seulement si leur #gcd est égal a 1.

5.2. Théoreme

par leur #gcd sont deux nombres

premiers entre eux.

Démonstration:

a et b sont deux entiers naturels non nuls.
Pged (a;b)=8

a=da’ b=0b'

Pgcd (a;b)=6=Pged (da';0b")=0 Pged (a';b")
Donc Pged (a';b")=1
Donc, a' et b’ sont donc premiers entre eux.

5.3. Théoréme de Bezout

Deux entiers naturels non nuls a et b sont si et seulement si il

existe des entiers relatifs u et v vérifiant au+bv=1.

Démonstration:

4 On suppose que Pged (a;b)=1
Or, il existe des entiers relatifs u et v tels que au+ bv =Pged (a;b)=1

4 On suppose qu'il existe des entiers relatifs u et v tels que au+ bv=1
Soit d un diviseur commun de a et b. Il faut montrer que d =1 .

d divise a et b donc donc d divise au+ bv.

C'est a dire d divise 1 donc d =1 .
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5.4. Théoréme de Gauss

a, b et ¢ sont trois entiers naturels non nuls.

Si a divise le produit bc et si a est premier avec b alors a divise c.
C'est a dire:

Si a divise bc

Si Pecd(a,;b)=1

Alors a divise c.

Démonstration:

a et b sont premiers entre eux. D'apres le théoréme de Bezout, il existe deux entiers relatifs u et v tels que
au+ bv=1

On multiplie par ¢ les deux membres de cette égalité. On obtient:
acu+ bev=c
a divise ac et a divise bc alors a divise acu+bcy

Donc a divise ¢

5.5. Conséquences

a,;a,;b sont des entiers naturels non nuls. Si @,; a, divisent b et si @,; @, sont premiers
entre eux alors @,Xa, divise b

C'est a dire:

Si a; divise b

Si a, divise b

Si Pged (a,;a,)=1

Alors a,Xa, divise b.

Démonstration:

a, divise b donc il existe geIN" tel que a,g=>

Comme a, divise b , a, divise a,q .
Pged (a;a,)=1

Donc, d'apres le théoréme de Gauss: @, divise g.
Il existe ¢ '€IN" tel que a,9'=¢q
Ainsi, b=a,a,q’

Donc, a,Xa, divise b.
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nelN,n=2.a;b;b,;...;b, et ¢ sont des entiers naturels non nuls.
Sia divise b,b,...b,c

Si Pged (a;b,)=1

Si Pged (a;b,)=1

Si Pged (a;b,)=1

Alors a divise c.

Pour démontrer ce résultat, on peut effectuer un raisonnement par récurrence.

a;b;n et m sont des entiers naturels non nuls.
Si Pgcd(a;b)=1
Alors Pged (a";b")=1

6. Plus petit commun multiple
6.1. Exemple

On considere les multiples entiers naturels non nuls de 9 et 12.
M,={9k,keN}={9;18;27;36;45;54;63;72;81;90;99;108;117;... }
M ,={12k ,keN}={12;24;36;48;60;72;84;96;108;120;... }
L'ensemble des multiples communs non nuls de 9 et 12 est:

M,NM ,={36;72;108; ... }

36 est le plus petit multiple commun non nul de 9 et 12.

Remarque:
108=9Xx12

6.2. Définition

a et b sont des entiers naturels non nuls. M ,NM , contient ab donc admet un plus petit élément m .

Le plus petit élément de M ,NM , se nomme

et se note ’pcm(a;b) oua Vb .

6.3. Remarque

L'ensemble des multiples communs des deux entiers naturels non nuls a et b est
'ensemble des multiples de leur #pcm
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6.4. Propriété

Ppem(a ;by=Ppem(b ;a)

6.5. #pcm de deux nombres premiers entre eux

a ; b sont des entiers naturels non nuls.
Si Pgcd(a ;b)=1 alors Ppem(a ;b)=ab

Démonstration:

Soit m un multiple commun de a et b.
m=qga=q'b avec gelN etg'eN" .

a divise ga donc a divise g¢'b

a divise ¢'b
Pged(a ;b)=1
Donc, d'apres le théoréme de Gauss: a divise g’

Donc il existe k €IN" tel que ¢ '=ka

Donc m=q'b=kab>ab
Par suite,
Ppem(a ;b)=ab

6.6. £pcm de deux entiers naturels non nuls

a ; b sont deux entiers naturels non nuls.
Si Pged (a;b)=8 alors Ppem (a;b)=8a'b" aveca=da' et hb=8b".

Démonstration:
Pged (a';b")=1
da'b'=ab’'=ba’

Donc 0a'b’ est un multiple commun de a et b.

Soit m un multiple commun de a et b
m=gqga=q'b avec geN etg'elN".
m=qda'=q'd0b’

Donc ga '=q'b’

a'diviseq'b’
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Pgcd(a' ;p")=1
Donc, d'apres le théoréme de Gauss
a' divise ¢'

Il existe k€N tel que ¢'=a 'k

Donc: qa !:q!bI:ka!bl
m=qda'=0ka'b'>da’'b’
Donc, Ppem (a;b)=8a'b’

6.7. Relation entre le #pcm et le gcd de deux entiers naturels non nuls

Si a et b sont deux entiers naturels non nuls.

alors #gcd(a ;b) X Ppem(a ;b)=ab

Démonstration:

Pged (a;b)=0

Ppem (a;b)=8a'b’ aveca=da'etb=08b"

Donc:

Pged(a ;b) X Ppem(a ;b)= 8Xda'b'=(da')(8b')=ab

6.8. Conséquence

Sia; b et k sont des entiers naturels non nuls
alors Ppem(ka ;kb)=kPpem(a :b)

Démonstration:

Pecd(ka ;kb) X Ppem(ka;kby=(ka) X (kb)
kPged(a ;b) X Ppem(ka;kb)=k’ab
Pgcd(a ;b) X Ppem(ka;kb)=kab

Or Pgcd(a ;b) X Ppem(a ;b)=ab
Donc: Pged(a ;b) X Ppem(ka;kb)y=kPged(a ;b) X Ppem(a ;b)
Et: Ppem(ka;kb)y=kPpcm(a ;b)

6.9. Remarque

Aprées avoir décomposé les deux entiers naturels non nuls a et b en produit de facteurs
premiers, pour calculer le %pcm de a et b, on effectue le produit de tous les facteurs
premiers figurant dans a ou dans b chacun affecté de son plus grand exposant.

Exemple:
a=5282200 h=5505500
a=2"x5"x7"x11 h=2*%X5"x7x11*x13

Ipem(a;b)=2’ x5’ 7' x 11°x 13
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7. Utilisation d'un logiciel

7.1. Géogébra

Pour la division euclidienne, on a les instructions suivantes :

et

b est un entier naturel non nul et a est un entier relatif,

Exemple
a=10213 et b=57

On entre dans la barre de saisie : g=quotient[10213,57]

Le résultat s'affiche dans la partie algébre : qg=179.
On entre dans la barre de saisie : h:reste[10213,57]\

Le résultat s'affiche dans la partie algébre : r=10.

Pour le pged de deux entiers naturels non nuls, on a l'instruction suivante :

Exemple
a=10213 et b=714

On entre dans la barre de saisie : d=pgcd[10213,714]
Le résultat s'affiche dans la partie algébre : d=7

Pour le ppcm de deux entiers naturels non nuls, on a l'instruction suivante :

ppcm[a,b

Exemple
a=10213 et b=714

On entre dans la barre de saisie : m=ppcm[10213,714]
Le résultat s'affiche dans la partie algébre : m=10 471 726

7.2. Xcas

Dans l'application arithmétique.

Pour la division euclidienne, on a les instructions suivantes :

pour le quotient.
pour le reste.

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés



QY Meilleur en maths

Exemple
a=10213 et b=57

On entre dans la barre de saisie : \iquo(10213,57)\
Le résultat affiché est 179.

On entre dans la barre de saisie : \irem(10213,57)\

Le résultat affiché est 10.

Pour le pgcd de deux entiers naturels non nuls, on a l'instruction suivante :

Exemple
a=10213 etb=714

On entre dans la barre de saisie : ‘gcd(10213,7 14)‘
Le résultat affiché est 7.

Pour le ppcm de deux entiers naturels non nuls, on a l'instruction suivante :

Exemple
a=10213 et b=714

On entre dans la barre de saisie : \lcm(10213,714)\
Le résultat affiché est 1 041 726.
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