ﬁ Meilleur en maths

Nombres complexes
Equation du second degre
Equations polynomiales

1. Introduction p2 5. Exercice

2. Théoréeme p3 6. Equations polynomiales

3. Exemples p3 7. Racines carrées d’un nombre complexe
4. Remarque p4

pS
p7

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés



g Meilleur en maths

1. Introduction

zeC.g€R".bER . c€ER

P(z)=az’+ bz+ ¢

Onpose A=b’—4ac

A est de 'équation P (z)=0 ou du trindme P(z).

A est un nombre réel.

4 Premier cas : A>0
b2—4ac: A _ Q ?
4q° 4q°> \2a
Plz)=a|z+ L4 YA ) o b YA
2a 2a 2a 2a

L'équation P (z)=0 admet deux solutions réelles distinctes :
_—b—vA ot _—b+VA

ST a 277 a
4 Deuxieme cas : A=0
2
P(z)=al|z+ 2_ba
L'équation P (z)=0 admet deux solutions réelles confondues :
Zl = Z2: - %
4 Troisieme cas : A< 0

V=Y

2a 2a %_l 2a

L'équation P (z)=0 admet deux solutions complexes conjuguées :

_—b—iA _—b+iVA
L= et Y
a a
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2. Théoreme

€quation du 2ieme degré a coefficients réels admet
dans C.

az’+ bz+ c=0avec acR’ . bER .c€ER

4 Si A> 0alors I'équation admet deux solutions réelles distinctes :

_=b=VA __—b+yA
T2 YT
S:[Zl ; zz}
4 Si A=0alors I'équation admet deux solutions réelles confondues :
b
A=n=To,
S=[z)]

_—b—iVA . —b+iJA
— ¢tz =———.

o= 2a 2 24
7,=7,
SZ{Z1 ;22}

4 Si A< 0alors I'équation admet deux solutions complexes conjuguées :

3. Exemples
a) Résoudre dans C: z*—2z+4=0

A=(—-2)—4x1x4=4-16=—12<0

L'équation admet deux solutions distinctes complexes conjuguées.

—A=12,donc V-A=y12=23

%:2—mJ§
2

S=[1-iV3;1+i43]

:L+ﬁa%:2%§§ﬂ+w§

b) Résoudre dans C: z°—8z+ 25=0

A=(—-8)—4x1x25=64—100=—36<0
L'équation admet deux solutions distinctes complexes conjuguées.
—A=36,donc V—A=136=6

_8-6i
2

S=14—3i;4+ 3i]

8460443

z, =4-3ietz,=
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4. Remarque

Si AeR"etsi destun nombre complexe (réel ou imaginaire pur) tel que 4>=A , on dit que d est une racine
carrée de A et les deux solutions distinctes (réelles ou complexes conjuguées) de I'équation sont :

__—b—d _ _—b+d
! 2a 2 2a
5. Exercice

0 est un nombre réel.

Résoudre dans C 1'équation suivante :

z2—22zcos0+ 1=0

A=(—2cos0)—4x1x1=4cos’0—4=4(cos’0—1)
Or, cos’0+ sin’8=1 donc cos’0—1=—sin0

Donc, A =4(—sin’0)<0

0= 0+ 2k
a) A=0<sin’0=0 < sinf=0 < ou keZ
O=n+2km

L'équation admet deux solutions réelles confondues.

Si 0=0+ 2k malors cosO=1 et I'équation proposée devient :
22 =2z+1=0

< (z—1)=0

Donc, z,=2z,=1

S={1}

Si 0=n+ 2k mwalors cosO=—1 et I'équation proposée devient :
2 4+2z+1=0
& (z+1)=0

DOHC, 21222:_1

s=[-1]
0# 0+ 2km

b) A#0sin’0#0 < sinb#0 < et kez
0#n+2km

A=4(—sin’0)=(i2sinH)’
L'équation admet deux solutions distinctes complexes conjuguées :

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés Page 4



@ Meilleur en maths

_2cosB—2isin 6 _ .. _2cosO+2isin0
z,= 2 =cosO—isinO et z,= >

S=|cos®—isinB;cosO+ isin 6]

=cosO+isin0

6.Equations polynomiales a coefficients réels

6.1. Définition

Soit n un entier naturel, 3, 2, a,,...a, des nombres réels avec a,#0
On appelle fonction polynomiale de degré n (ou polynome de degré n), la fonction P définie pour tout z

de C par P(z)=> a 2.
p=0

L’équation P(z)=0 est appelée ¢quation polynomiale de degré n.

6.2. Proposition

Pour pour tout entier naturel non nul n et pour tous nombres complexes z et a,ona:

n—1
z"—a"=(z—a) Z " PP
p=0

Preuve

n—1 n—1

n—1 n—1 n—1
—p—1 —p—1 —p-1 - —p—1_ p+l
(z—a) Y 2" P 'aP=z ) 2" P aP—a) " P AP =) Pl 2P P
p:O p:O p:()

p:O pIO

n—1
—p—1 -1_1 - - “1_1, n-2_2 - -1
(z—a) ) 2" Pl aP=z"+z" a4 2" Pl Hza" (2" a2 a2 Pa L za" e ) = 2"
p=0

exemples :
2 —a’=(z—a)(z+a) ' —a’=(z—a)(+za+a’) z'-a'=(z—a)(z’+a+za’+a’)

6.3. Théoreme

Soient a un nombre complexe et P(z)= Z a, z" un polyndme de degré n supérieur ou égal al.
p=0
Si P(a)=0 alors pour tout nombre complexe z, P(z) est factorisable par (z—a) c’est a dire qu’il existe un
polynéme Q(z) de degré n—1 tel que P(z)=(z—a)Q(z).
Preuve

On effectue la démonstration pour n=4 .
4

1 2 3 4
P(z)=) a,z’=aj+a,z'+a,z’+a 2 +a,z
p=0

P(a): ao+alal+azaz+a3 213+a1 a‘=0
P(z)—P(a)=P(z)=a,(z'—a')+a,(z"—a’)+a,(z’ —a’)+a,(z*—a")
P(Z):al(Z_a)+az(2—a)(2+a)+a3(Z—a)(zz+za+a2)+a4(z—a)(z3+zza+za2+a3)
P(z)=(z—a)[a,+a,(z+a)+a;(z’+za+a’)+a,(z’+z a+za"+a’)]

Q(z)=a,+a,a+a;a’+a,a’ +(a,+asa+a,a’)z+(a,+a,a) 2 +a, 2’
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6.4 Théoreme

N est un entier naturel non nul. P(z) est un polynome de degré n.
L’équation polynomiale P(z)=0 admet au plus n solutions dans C (ou le polynéme P(z) admet au plus n
racine dans C).
Preuve
On veut démontrer en utilisant un raisonnement par récurrence que, pour tout entier naturel non nul n, tout
polynome de degré n admet au plus n racines dans C.
Initialisation
Pour n=1 P(z)=ay+a,z a,#0
P(z)=0 < a,+a,z=0 < 22—? donc P(z) admet une racine unique dans C.
1
La propriété est vérifiée pour n=1.
Hérédité
Pour démontrer que la propriété est héréditaire pour tout entier naturel non nul n, on admet que tout poly-
nome de degré n admet au plus n racines dans C et on doit démontrer que tout polynéme de degré n+l1
admet au plus n+1 racines dans C.

n+l
P(z)=D) a,z".
p=0

Si P(z) n’admet pas de racine alors p(z) admet au plus n+1 racines.

Si P(z) admet au moins une racine a alors P(z)=(z—a)Q(z) avec Q(z) polynome de degré n.

P(z)=0 < (z=0 ou Q(z)=0)

Q(z) admet au plus n racines donc P(z) admet au plus n+1 racines.

Conclusion

Le principe de récurrence nous permet d’affirmer que tout polynome de degré n admet au plus n racines.

6.5. Remarques

. Les polynomes P,(z)=z+z+1 et P,(z)=2z"+3z’+1 n’admettent pas de racines réelles .
Pl(_l‘;—l\/?’)zo et P,(i)=0 donc P,(z) et P,(z) admettent des racines complexes.

. Factorisation de polyndmes
Exemple 1
P(z)=z’+52"—4z-2
P(1)=1"+5x1°~4x1-2=0
11 existe donc un polyndme Q(z) de degré 2 tel que P(z)=(z—1)Q(z).
Q(z)=az’+bz+c avec a#0 .
Pour tout nombre complexe z ona:
P(z)=z’+52"—4z-2=(z—1)(az’+bz+c)=az’+bz’+cz—az’—bz—c= az+(b—a)z’+(c—b)z—c
Deux polynomes sont égaux si et seulement si tous leurs coefficients sont égaux deux a deux.

a=1

b—a=>5
2452 —4z-2=az’+(b—a)z’+(c—b)z—c = C_ba:—4

—c=-2

Attention : il y a 4 équations et 3 inconnues, il faut donc vérifier que les 4 équations sont compatibles.
Premiére équation: a=1

Deuxi¢me équation: b—a=5 & a—1=5 & b=6

Troisiéme équation: c—b=—4 o c—6=—4 < c=2

Quatriéme équation : ¢=2

Les 4 équations sont compatibles.
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P(z)=(z— 1)(zz+6z+2)
On peut effectuer une division euclidienne.

234522 —42—2 z—1

(-2
622 — 4z 2%+ 6z +2
—(62% — 62)
2z —2
—(2z—-2)
0

Exemple 2
P(z)=2z"+32"+1
P(i)=2xi*+3xi’+1=2x1+3%x(—1)+1=0
Donc P(z) est factorisable par z—1
P(—1)=2%(—=i)+3x(=i)+1=2X1+3X(=1)+1=0
Donc P(z) est factorisable par z—1
Conséquence : P(z) est factorisable par (z—i)(z+i)=z"+1 et P(z)=(z"+1)Q(z)
avec Q(z) polynome de degré 2.
Q(z)=az’+bz+c
P(z)=224+322+12224+0><z3+322+0><z+1
P(z)2(22+1)Q(z):(22+1)(azz+bz+c):az4+bz3+czz+azz+bz+c=az4+b23+(c+a)zz+bz+c
a=2
b=0
P(z)=(Z+1)Q(z) < {c+a=3
b=0
c=1
On obtient a=2, b=0, c=1
P(z)=(22+1)(222+1)
On peut effectuer une division euclidienne

2z4—|—3z2+1 z2+1
—(22* 4+ 22?) 9
— 2 1
22 +1 # T
—(2°+1)
0

7. Racines carrées d’un nombre complexe

7.1. définition

On nomme racine carrée du nombre complexe Z=a+ib (a et b sont des nombres réels) tout nombre complexe
z=x+iy (x ety sont des nombres réels) solution de I’équation z°=7 .

7.2. Exemple
Z=—5-121
Z:x+iy 22:x2+2ixy—y2:x2—y2

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés Page 7



Q3 Meilleur en maths

2 2
X —y'=-5
2xy=—12
Si 2=7 alors |z|°=|Z]
lz|’=x’+)y"  |Z|=Va’+b’=V25+144=1/169=13 donc x*+)’=13
+y°=13 2x’=8 x’ =4 [|x|=2
2 "2 < 2 < 2 <
X —y ==5 2y"=18 y'=9
On considére la deuxiéme équation du premier systéme : 2xy=—12 < xy=—6.
Donc x et y sont de signes contraires.
Si x=2 alors y=—3 et si x=—2 alors y=3
Conclusion
7=—5—121 admet deux racines carrées carrées z,=2—31 et z,=—2—31.0na z,=—z,.

=7 [

7.3. Théoreme

Tout nombre complexe non nul Z=a+bi admet deux racines carrées opposées.

Preuve
. x2_ 2:a
|Z|2:xz+y2 ‘—\/a2+b2|¢0 car Z#0

|Z| 2:Z PN x2+y2= /a2+b2
, Va’+b’+a

X’—y'= a 2=Val+b'+a |77 2 . = 2
x*+y’=va’+b’ 2y2=\/a2+b2—a 2_\/a2+b2—a a’+b’—a
y = 2 |y|: #

On considére la deuxiéme équation du premier systéeme : 2xy=b < V=5

Z=a+bi#0 doncsi b=0 alors a#0.

a+ va—a

. Si b=0 et a>0 alors \/a2+b2:\/?:a et |x|=\/7a= a et |y|= =0.

2
Si Z estun nombre réel strictement positif alors Z admet deux racines carrées réelles opposées :

le\/g et 22:_\/5 .

: -3 3 —a+a —a—a
. Si b=0 et a<0 alors Ya’+b’=ya’=—a et |x|=\/ 3 =0 et |y|:\/ 5 =J-a.
Si Z est un nombre réel strictement négatif alors Z admet deux racines carrées imaginaires purs Opposées :
. Si b>0 alors x et y ontle méme signe et Z admet deux racines carrées complexes opposées :

Z_\/\/a2+b2+a+i\/\/a2+b2—a ot . _ \/\/az+b2 ; Jat+bi—a
- 2 2 2T\ T T 2

. Si b<0 alors x et y sontde signes contraires et Z admet deux racines carrées complexes opposées :

\/Va2+b2+a \/ a’+b’—a \/\/a2+b2+a .\/Va2+b2—a

2 2 2 2 2

Remarque
Si Z=0 alors Z admet une scule racine carrée : 0 ( ou deux raines carrées confondues).
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