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E Meilleur en maths

Le repére (O;1;V) est orthonormé direct.
L’unité de mesure des angles est le radian.

1. Translations

1.1. Ecriture complexe d’une translation

t; est la translation de vecteur V d’affixe zy .

M est un point quelconque du plan d’affixe z. to(M)=M’ d’affixe z’.
te(M)=M' & MM'=V o =z '—z=z; o z'=z+zg
Relation du type : z'=z+b oub est un nombre complexe.

1.2. Ecriture matricielle d’une translation

zy=0a+if  a et B sont des nombres réels.

Z=x+1y x et y sont des nombres réels.
z'=x"+1y" x’ety’ sontdes nombres réels.

. . . . '=x+
z':z+z\~,:x’+1y':x+1y+oc+1[3:x+oa+1(y+[3) =N ro=xra

()6 3G (5)

1.3. Composé de deux translations
Vilzg)  t, estla translation de vecteur V,  t,(M)=M,(z,)  z,=z+zg

\72(2@) t, rstla translation de vecteur V,  t,(M)=M,(z,) 2z, =z+zy,
tzotl(M>:t2(M1):M'(z '>

z'=zyhzg =z4zy I

t,ot, est la translation de vecteur {71+§72 .

De méme t,0t, estla translation de vecteur \_72+\71 donc t,ot,=t,ot,

On peut vérifier que (t;0t,)ot;=t;0(t,0t,)=t;0t,0t; etque tg' =t g .

On dit alors que ’ensemble des translations muni de la loi de composition des applications est
un groupe commutatif.

2. Rotations

2.1. Ecriture complexe d’une rotation
R est la rotation de centre 1 et d’angle de mesure 0
I(z)) M@ M(@)
. Si M#1 alors z# z;

Z’_ZI
='=al= fe-= -
R(M)=M" LTV B S
= ™ -TM )= =0 (2 -
(IM;IM")=6 (2x) arg z—zl) (27) arg(Z Zl)ze (2x)
z—z,

< Z'—Z:eie(Z—ZI)

. Si M=I alors z—z,=z'—2,=0
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Q3 Meilleur en maths

. Conséquence
i0 i0
R(M)=M' & z'=e¢"+z—¢"z

Relation du type ; avec a et b nombres complexes et [a|=1 .

2.2. Ecriture matricielle d’'une rotation

z=x+iy ; z'=x'+iy’' ; z;=x+1); et e’=cosO+isin 0

X;y;x,y ; X et y; sont des nombres réels.

R(M)=M' & x'+iy’'=(cosO+isin0)(x+iy)+x;+iy;—(cosO+isin0)(x;+iy)

o  x'+iy'=xcosO— ysinO+x;—x;cos 0+ y;sin O+i(x sin 0+ y cosO+y,—x,cosO— y,sin )

o [*¥")_{[cos® —sinB) [x N x; — x;cos6 + y;sin6
y') \sin®  cosH y ¥, — x,c080 — y;sin6

Ecriture de la forme : x’ o b +(y) avec a’+p’=1
y B« 0

2.3. Probleme réciproque

Les nombres complexes a et b sont donnés et [a|=1 .
On considére 1’application F qui au point M(z) associe F(M)=M’tel que z’=az+b..
On détermine I’ensemble des points invariants par F.
FIM)=M o z'=z o az+b=z < (a—1)z=—b
Si a=0 alors 0.z=—b
. Si b=0 alors 0.z=0 et tout les points du plan sont invariants donc F est I’application identique
(qui est la translation de vecteur nul ou une rotation de centre quelconque et d’angle nul).
. Si b#0 alors il n’existe pas de point invariant.
On a z’=ztb, soit V le vecteur d’affixe b et F est la translation de vecteur V .

: —b b
Si a#1 alors (a—1)z=—b < z=——=—7—,
a—1 —a
F admet un unique point invariant I( l—a) )
Remarque
z,=az;+b
. z'=az+b Z'—ZI:a(Z—ZI)
On obtient [ z;=az+b 1 z;=az;+b
. ) z'—z
Si M#1 c’estadire z#z; alorsona: P—
T4l

lh|=1 et arg(a)=0 (2m)
a#1 donc 0#0 (2m)

'
z Zy

=1 donc |Z’—ZI|:|Z—ZI‘ < IM'=MI

Z_Zl

arg(z _21)26 (27)  donc (IM;IM")= 0 (2n)

z—1z,

Conséquence

F est la rotation de centre I et d’angle de mesure 0= arg(a) (2).

Conclusion

La caractérisation complexe d’un déplacement (rotation ou translation) est de la forme
avec a et b nombres complexes et |a|=1 .

Ecriture matricielle d’un déplacement
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a=a+iff  b=y+id0  o;P;y et 0 sontdes nombres réels.
z=x+1y  z'=x'+iy’

wrat o ()5 ) () e

2.4. Composé de deux déplacements

d, de caractérisation complexe : z,=a,z+b, avec \a1|=1 (a, et b, sont des nombres complexes).
. Si a,=1 alors d, est la translation de vecteur V(b,) .

—a ) et d’angle de mesure 6,= arg (a,;) (2x)
1

. Si a,#1 alors d, est la rotation de centre I(

d, de caractérisation complexe : z,=a,z+b, avec |a2\:1 (a, et b, sont des nombres complexes).
. Si a,=1 alors d, est la translation de vecteur Vz(bz).

l—a,
d=d,od, M(z) d,(M)=M(z,) z,=a,z+b, et d)(M,)=M'(z') z'=a,z,+b,
z'=a,(a,z+b,)+b,=a,a,z+a,b,+b,
la,a,|=la,/xJa|=1x1=1 donc d estun déplacement.

. Si a,a,=1 alors d est la translation de vecteur V(azbl+b2).
a,b,+b,

l1—a,a,

. Si a,#1 alors d, est la rotation de centre I( ) et d’angle de mesure 6,= arg (az) (2m) .

. Si a,a,#1 alors d est la rotation de centre I( ) et d’angle de mesure 6=0,+6, (2x) .

Attention : on n’a pas toujours d,od,;=d,od, .
On peut vérifier que ’ensemble des déplacements muni de la loi de composition des applications
est un groupe non commutatif.

3. Homothéties

3.1. Ecriture complexe d’'une homothétie

On note h I’homothétie de centre I et de rapport A avec A nombre réel non nul.
M(z) M'(z)

h(M)ZM' & IM'=AIM < Z’_ZI:%'(Z_ZI) e z'=Nztz—hz
Relation du type z'=az+b avec a nombre réel non nul et b nombre complexe.

3.2. Ecriture matricielle d’une homothétie

A\ est un nombre réel non nul

z=x+iy x et y sontdes nombres réels

z'=x"+1y" X’ et y’sont des nombres réels

z—hz;=y+id

x'=hx+y

h(M)=M' o z'=hz+zi—Ahz; o x'+iy'=h(x+iy)+y+id o PI=hp4d

x"V (A 0] [x y
(y’)_(O %) (y)+(6)'
3.3. Probleme réciproque

Les nombres a réel non nul et b complexe sont donnés.
On considére 1’application F du plan P vers le plan P qui au point M(z) associe le point M’(z’) tel que
z'=az+b.
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On détermine 1’ensemble des points invariants par F.
FIM)=M & z'=z o az+b=z o (a—1)z=—1.
v Si a=1 alors 0.z=—b.
. Si b=0 alors F est’application identique.
. Si b#0 alors F est la translation de vecteur V(b)
—b b

v Sia#l alors z=——=—"—.
a—1 1-a
1
z'=az+b z'—z;=a(z—z)
z=az;+b z;=az+b

. o b
F admet un unique point invariant I(Ta) et z;=az;+b

z'—z=a(z—z,) o IM'=a.IM
donc F est I’homothétie de centre I et de rapport a.
v Conclusion
La caractérisation complexe d’une homothétie ou d’une translation est de la forme z’=az+b
a estunréel non nul et b est un nombre complexe.

3.4. Composé d’homothéties-translations

F, de caractérisation complexe z,=a,z+b, avec a, nombre réel non nul et b, nombre complexe.
F, de caractérisation complexe z,=a,z+b, avec a, nombre réel non nul et b, nombre complexe.
F=F,oF,

FI(M):MI(ZI) z,=a,z+b, Fz(Ml):M'(Z,) z'=a,z,+by=a,(a,;z+b,)+b,

z'=a,a, z+a,b,+b,

a,a, estun nombre réel non nul

. Si a,a,=1 alors F est la translation de vecteur V(a2b1+b2).

a,b,+b,

et de rapport : a,a, .
l_azal) pp 27

. Si a,a,#1 alots F est ’homothétie de centre I(

Attention ; on n’a pas toujours F,0F,=F oF,.
On peut vérifier que ’ensemble des homothéties-translations muni de la loi de composition des
applications et un croupe non commutatif.

4. Similitudes planes directes

Une similitude plane directe est le composé d’un déplacement et d’une homothétie de rapport k (réel
strictement positif).
Si k=1 alors la similitude plane directe est un déplacement.

4.1. Ecriture complexe d’une similitude plane directe

d, estle déplacement de caractérisation complexe z,=a,z+b, a, et b, sont des nombres com-
plexes et fa|=1.

h, est I’homothétie de caractérisation complexe z,=a,z+b, a, est un nombre réel strictement
positif et b, un nombre complexe .

Remarque

On peut écrire : a,=¢'"  arg (a;)=0, (27n) et a,=k>0.

s=h,o0d,

M(z) d,(M)=M,(z,) z,=a,z+b, h,(M,)=M"(z") z'=a,z+b, s(M)=M"
z'=a,(a,z+b,)+b,=a,a,z+a,b,+b,

la,a,|=la,|x[a,|=kx1=k  arg (a,a,)=0, (2n)
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Relation du type : z'=az+b avec a et b nombres complexes et a=k e "#0 .

4.2. Ecriture matricielle d’'une similitude plane directe
z=x+iy  z'=x'+iy' a=k(cosO+isinf) b=y+id
X;y;xX 5y 5 05 y et O sontdes nombres réels et k et un nombre réel strictement positif.
z'=x"+iy'=k(cosO+isin0)(x+iy)+y+id
x'+iy'=(kcosO)x—k(sin0)y+i(kcosO)y+i(ksinO)x+y+id
x'=(kcos0)x—(ksin0)y+y o (x ') _ (kcos@ — ksin@ ) (x ) N ()é)

y'=(ksin0)x+(ksin0)y+d y' ksin0 kcosO

(=4

4.3. Probléme réciproque

Les nombres complexes a et b sont fixés et a#0 .
On considere I’application F de P vers P qui au point M(z) associe F(M)=M’(z’) tel que z’=az+b.
On détermine I’ensemble des points invariants par F
FIM)=M e z'=z < az+b=z o (a—1)z=—D
. Si a=1 alors F est la translation de vecteur V (b) .
—b b

. Si a#1 alors z=——= .
a—1 1-a

. L b
F admet un unique point invariant I(g) etona: z=az+b .

z'= az+b z'—z,=a(z—z)

(=4
z;=az;+b zi=az;+b

Si la|=1 alors F est la rotation de centre I et d’angle 6= arg (a) (2m)

Si |ajJ=k#1 on considére I’homothétie h de centre I et de rapport k.

1
h™' est I’homothétie de centre 1 et de rapport Q-
Soit I’application F,=h™'oF .
_ _ 1
Fi(M)=h""oF(M)=h""(M")=M,(z)) et z,=2,=(z'~2)

Or Z'—lea(z—zl) donc 21_21:%<2_21)

(T Rl=t e =k

Zl_ZI:al(Z_ZI) avec ‘al‘ZI

F, estlarotation de centre 1 et d’angle de mesure arg (al): arg(a) (23'5) car k>0

F, est I’application identique si a,=1 c’est a dire si a=k>0 (et k#1 ).

F,=h 'oF < hoF =F,

F est le composé de la rotation de centre I et d’angle de mesure 6=arg a (27) et de I’homothétie
de centre I et de rapport k.

On peut vérifier que hoF,=F, oh

F est la similitude plane directe de centre I, de rapport k et d’angle de mesure O=arg a (2m).

Conclusion

L’application F qui au point M(z) associe M’(z’) tel que ou a et b sontdes nombres
complexes avec a#0 est:

Si a=1 alors F est de vecteur \7(b)

b
Si a#1 alors F admet un unique point invariant I(E) .

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés Page 6



@ Meilleur en maths

v Si a=k>0 (et a#1)alors F est I’homothétie de centre I et de rapport k.

v Si fa|=1 (et a#1 )alors F estla rotation de centre I et d’angle de mesure O=arg a (2m).

v Si [a|=k>0 (et k#1et arga#0 (2x) )alors F est la similitude plane directe de centre I,
de rapport k et d’angle de mesure 6= arg a (2m).

Remarque
L’homothétie de centre 1 et de rapport A est la similitude plane directe de centre I de rapport

k=—M et d’angle de mesure . Car a=A=—k=ke".

4.4. Composé de deux similitudes planes directes

s, est la similitude plane directe de centre I, , de rapport k; et d’angle de mesure 6 .
s;{(M)=M, et z,=k,e'"z+b,
s, est la similitude plane directe de centre 1, , de rapport k, et d’angle de mesure 6 .
$;(M)=M, et z,=k, eiezz+b2
F=s,o05,
F(M)=s,05,(M)=s,(M,)=M" 21:k1eie' z+b,  z'=k,e'’z +b,
z'=k, ke +k, ¢ b+b, = k, ke "4k, e'"b +b,
a=k,k, e "
v Si k,k;=1 alors F est un déplacement.
. Si 0,#40,=0 (2m) alors F est une translation.
. Si 0,+0,#0 (2m) alors F est une rotation d’angle de mesure 0,+6;
v Si k,k;#1 alors F n’est pas un déplacement.
. Si 0,+0,=0 (2m) alors F estune homothétie de rapport k,k, .
. Si 6,46,#0 (2m) alors f estune similitude plane directe de rapport k,k, et d’angle 0,+6;
Le centre de la rotation, de I’homothétie ou de de la similitude est déterminé par le calcul.

On peut vérifier que : L’ensemble des similitudes planes directes muni de la loi de composition des
applications est un groupe non commutatif.

5. Symétrie orthogonale par rapport a une droite

. Onnote (A) la droite d’équation y=0 ( I’axe des abscisses).
S, est la symétrie orthogonale par rapport a la droite (A)

-4

=5
x

(a)

EENTRE -

i

M(z) S,(M)=M'(z') donc z'=zZ.
. On considére (D) la droite d’équation y=p ((D)et (A) sont paralléles).

o

— ©)
20P

M

Ofa H ()

M,

P est le point d’intersection de (D) et de I’axe des ordonnées, les coordonnées de P sont (0;p).
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L’affixe de P est ip .
S, est une application involutive donc S,0S, est I’application identique.
Sp=5,08,08,=(Sp08S,)0S,
t=S,08S, est la translation de vecteur V=20P (2 ip)
SA(M):MI(ZI) z,=2
t(M)=M,(z,) 2,=z+2ip
Sp=toS,  Sp(M)=toS,(M)=t(M,)=M"
z'=z,+21p=z+21ip
. On considére la droite (D) d’équation y=mx avec m>0.

(D)
Ml
o,
I,
I K7
I "o
'y 1 M
a7\
@ -H (a)
(¢} M1
H est le point de coordonnées (1;0) et d’affixe zy=1.
K est le point de coordonnées (1;m) et d’affixe zx=1+im .

. L .
(1;0K)=0 0 appartient a I’intervalle ]OE[ Donc cos0>0 et sin0>0 .
On considere le triangle OHK rectangle en H.
cosO= OH sinf=——

OK OK

OH=1 OK=m car m>0

OK=v1+m’

! sin = —2
V1+m® \/1+m2

Sp=(Sp08S,)0S,

R=8,08, estlarotation de centre O et d’angle de mesure 26 .
Sy(M)=M,(z,) z,=2

R(M)=M,(z,)  z,e*z

cosO=

S,=RoS,
SD(M)ZROSA(M):R(MI):M’(Z')
Z,:ezlezlzezne2
o2 _ 1 Vo2 1-m’
cos20=2cos"20—1=2X( =) —1= s—1= -
V1+m I+m I+m
sin20=2sinBcosO= 2m2
I+m

2
29 1—m~ . 2m
e = >+ D
1+m 1+m

. On considere la droite (D) d’équation y=mx avec m<0 .
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M
A ?
v H T
o o .' 4
o ’ (4)
I &l "
| ! ]
! K o M1
' o
L
[}
Ml

(D)

H est le point de coordonnées (1;0) et d’affixe zy=1.
K est le point de coordonnées (1;m) et d’affixe zyx=1+im

— —T. .
(W;0K)=0 0 appartient a I’intervalle ]T : 0[ .Donc cos0>0 et sin0<0 .
On considere le triangle OHK rectangle en H.
cosGZO—H sinGZ—Q

OK OK

OH=1 HK=|m|=—m car m<0 OK=+1+m’

1 . m
= sin 9= E
V14+m \/ I+m
On vérifie de méme que : Sp(M)=M'(z')  z'=¢*%Z
. On considere la droite (D) d’équation y=mx+p .
P est le point de coordonnées (0;p) et d’affixe ip.
A, est la droite d’équation y=p

cosO=

Sp=(Sp0S,)0(S, 0S,)0S,
Sa(M)=M,(z,) z,=z R

S» 08, est la translation de vecteur V (2ip)
SAIOSA(M>:M2(Z2) z,=z+2ip
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Sp08,, est la rotation de centre P et d’angle de mesure 26 .
Sp0S, (M)=M;(z;)  zy—ip=e*’(z—ip) soit z;=¢"’z+ip—ipe”"’
Sa(M)=M,  z,=2 S, 0S,(M,)=M; z,=z,+2ip=z+2ip
SpoS, (M;)=M'=8,(M)  z'=e’"z+ip—ipe”"
z'=e’"(z+2ip)+ip—ipe™”

. 20— - . 2i0
z'=e " z+ip+ipe
. On considére la droite (D)=(8) : x=0 I’axe des ordonnées.

Meoe--H--¢--H--o M

S

(5)

M(z) z=x+1ly x et y sontdes nombres réels.
M’(z’) z'=—x+iy=—(x—iy)=—z donc z=-z

. On considere la droite (D) d’équation y=q (q est un nombre réel).
Q est le point de coordonnées (q;0) et d’affixe zo=1 .

20Q
Metsto——F—o M

St

(3) (D)

Sp=(Sp0S;)08S,

So(M)=M,(z,) z=-2 o
Sp0 S; est la translation de vecteur V=20Q .
SpoSs(M)=M,  z,=z+2q
SD(M):SDOSES(MI):M’(Z’)
z'=z,+2q=—2z+2q

. Ecriture complexe d’une symétrie orthogonale par rapport a une droite
Pour toute droite (D) du plan, pour tout point M(z) ona Sp(M)=M'(z') tel que z'=az+b avec a
et b sont des nombres complexes et [a|=1.

. Ecriture matricielle d’une symétrie orthogonale par rapport a une droite
a=o+if 0(2+[32:1 b=y+id
M(xiy)  So(M)=M'(x";»")

)= 2 ) )
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6. Antidéplacements plans

. Les antidéplacements plans sont les symétries orthogonales par rapport aux droites ou les composés
d’une symétrie orthogonale par rapport a une droite (D) et d’une translation de vecteur non normal
a (D).
. Ecriture complexe d’un antidéplacement plan
f est un antidéplacement plan.
f=toS, (t estune translation de vecteur V éventuellement nul)
M(z) Sp(M)=M,(z,) z,=az+b,
t(M)=M,(z,) z,=z+b,
f(M)=t(M,)=M'(z')  z'=z,+b,=az+b,+b,
Conclusion
L’écriture complexe d’un antidéplacement est : z'=az+b avec a et b nombres complexes et [a|=1 .
. Ecriture matricielle d’un antidéplacement plan

GG 2 )] e

7. Similitudes planes inverses

. On nomme similitude plane inverse, tout composé d’une homothétie de rapport k strictement positif
et d’un antidéplacement.
. Ecriture complexe d’une similitude plane inverse
s=foS,
h est une homothétie de rapport k>0, M(z) h(M)=M,(z,) z,=kz+b,.
f est un antidéplacement f(M)=M,(z,) z,=a,z+b, avec la,|=1.
s(M)=f(M,)=M"(z") )
z'=a,z,+b,=a,(kz+b,)+b,=ka,z+a,b,+b, car k estun nombre réel donc k =k .
Onnote : a=ka, et b=a,b,+b, donc z'=az+b avec a et b nombres complexes a non nul.
Conclusion
L’écriture complexe d’une similitude plane inverse est : z'=az+b avec a et b nombres complexes
a non nul.
Le rapport de la similitude est : |a|=k .
. Ecriture matricielle d’une similitude plane inverse
a=a+iff  b=y+id z=x+iy z'=x'+iy’
z'=az+b o x'+iy'=(a+if)(x—iy)+y+id=ax+py+y+i(Bx—a y+J)

o X'=ax+By+y (x')_(x B (x)+(y)
y'=Bx—ay+d y') B —a)\y) \d

. Probléme réciproque

a et b sont des nombres complexes fixés, a non nul.

Soit F I’application qui au point M(z) associe le point M’(z’) tel que z'=az+b.

On détermine 1’ensemble des points invariants par F.

F(M)=M < z=az+b

En utilisant les notations précédentes on obtient :
x=ax+fy+y _ |[(l-a)x—By=y
y=Px—ay+d —Bx+(1+a) y=8

On calcule le déterminant du systéme.

fma =B 2 o2
A“ _B 1+a“1_0‘ —B
1% cas
A=0 o 1—(12—[32:0 = a2+ﬁ2:1 4 |a|=1
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Pour tous points M et N duplan. F(M)=M' et F(N)=N".
Zy=azytb Zy=azythb
ZM’_ZN’:a(Z_M_Z_N):a(ﬁ)
M'N'=|z,,—z\|=lal X[z = 2y =lalX|zy— 2y |=lalX MN=MN ' car |a|=1 .
F est donc une isométrie et F n’est pas un déplacement.

=0 et a=1

0.x+0.y=y

Le systeme devient : [ 0.x+2. y=d

: o . . . _9
+ Si y=0 alors I’ensemble des points invariants par F est la droite (D) d’équation : )

+ Si y#0 alors F n’admet pas de point invariant et F n’est pas une translation.

P=0 et a=—1
2.x+0.y=y

Le systéme devient : [ 0.x+0. =8

_Y
+ Si 6=0 alors I’ensemble des points invariants par F est la droite (D) d*équation : *=7

+ Si 8#0 alors F n’admet pas de point invariant et F n’est pas une translation.

#0
OBII multiplie la premiére équation par —f et la deuxiéme équation par (1—a.) .
—B(1—a)x+p*y= Py
—B(1—a)x+(1—-a’) y=(1—a)d
+ Si —By=(1—a)d alors I’ensemble des points invariants par F est la doite (d) d’équation :
—B(l—a)x+p"y=—Py

Le systéme devient : or l—a’=p".

+ Si —By#(1—a)d alors F n’admet pas de point invariant et F n’est pas une translation.

Conclusion
a’+p’=1
cas
A#0 o o+p’21 o |fa]=k#1
Le systéeme admet un unique couple solution et F admet un unique point invariant : I.
Soit h I’homothétie de centre I et de rapport k.

2 iéme

1
h™' est I’homothétie de centre 1 et de rapport e
1

h_l(M):M1(21> Zl:i
On considére I’application G=h"'oF

G(M):h_l(M ')=M'1(Z ’1>

z+b,

z'1:%2’+b1:%(az+b)+b1:%az+g+b1
0 t -a'zla t b’:E+b
n note : Kk c k 1

2 =a'z+b’ et |a'|:kl|a|:1

G est un antidéplacement et le point I est invariant par G.
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G est une symétrie orthogonale par rapport a une droite.

G= h_l oF & hoG=F

Conclusion

F est une similitude plane inverse de rapport k=|a| et de centre I.
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