@ Meilleur en maths

Fiche exercices

EXERCICE 1

Résoudre dans C les équations suivantes :
1. z22—142z+170=0

2. Z’+34z+627=0

EXERCICE 2

1. Résoudre dans C I’équation : z*—4z+5=0
2. Développer (z—2)(z°—4z+5)

3. Résoudre dans C : 2’—6z°+13z—10=0

EXERCICE 3
0 est un nombre réel.

Résoudre dans C ’équation :  2z°—2(1+cos0)z+1+cos8=0

EXERCICE 4

—T<p<
2 2

Résoudre dans C ’équation :  z°cos’0—2z cos’0+1=0

EXERCICE 5

1. Résoudre dans C I’équation : z>—16z+89

2. Montrer que I’équation : z°—(16—1i)z°+(89—161)z+89i=0 admet une solution imaginaire pur que I’on
déterminera.

3. Développer : (z+i)(z’—162z+89)

4. Résoudre dans C I’équation : z°—(16—1)z°+(89—161)z+89i=0

EXERCICE 6

Résoudre dans C les équations suivantes :
1. 22°-8z+80=0

2. 377—62z+18=0

EXERCICE 7
_E < e < ﬂ
2 2
Résoudre dans C I’équation :

z°c0s’0—2z cosOsinO+1=0

EXERCICE 8

0<o<Z
2

Résoudre dans C 1I’équation :
2 2 . 2 .3 4 . 4
z"cos 0sin"0—2z sin"BcosO+cos Osin 6=0

EXERCICE 9
0<0<m
1. Développer (z+2)(z°—2z cosf+1)
2. Résoudre dans C I’équation :
2°—27°(1—cos8)+z(1—4cosH)+2=0
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g Meilleur en maths

EXERCICE 10

1. Démontrer que I’équation : z'—(1—i)z’+z—1+i=0 admet deux solutions imaginaires purs que I’on
déterminera.

2. Développer (z°+1)(z—(1—1))

3. Résoudre dans C 1’équation proposée.

EXERCICE 11
1. On considére le polynome : P(z)=2z"-5z"+4z-21
. Calculer P(3)
. Factoriser P(z) par (z-3)
. Résoudre dans C 1’équation P(z)=0.
2. On considére le polynome : P(z)=z"'—z'+82—8
. Calculer P(1) et P(-2)
. Factoriser P(z) par (z—1)(z+2)
. Résoudre dans C ’équation P(z)=0 .

EXERCICE 12

a, b et ¢ sont trois nombres réels non nuls distincts deux a deux.

z(z—b)(z—c) z(z—a)(z—c) z(z—a)(z—b)
+ +

ala—b)(a—c) b(b—a)lb—c) c(c—a)(c—b)

P(z)=k(z—a)(z—b)(z—c)+1 ou k est un nombre réel que 1’on déterminera.

Montrer que le polynome P(z)= peut s’écrire :

EXERCICE 13
Résoudre dans C 1’équation :
Z'+(64+521)z°+540+14081=0
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CORRECTION

EXERCICE 1

1. A=(—14)—4x1x170=196—680=—484< 0

L'équation a

V—A=22

_ _14-22i
: 2

'S=[7-11i;7+ 11i]]

:7—11ietz2:14+222’=7+ 11

2. A=34"—4x1x627=1156—2508=—1352< 0

L'équation a

V=A=2642

21:_34%26@:—17—13\/51'6‘[ zzzm%mz—lﬂ 13+2i
S=|-17-13+2i;-17+ 13V2i]

EXERCICE 2

1. A=(—14)—4x1x170=196—680=—484< 0
L'équation a
V—A=22

_14-22i
Zl_ 2

'S=[7-111;7+ 11i]]

=7 11iet 22:14+222’=7+ 1

2. A=34"—4x1x627=1156—2508=—1352< 0

L'équation a

V=—A =262
Zl:——34—226@ —17-13V2iet 222—34+26\Ez:_17+ 1342

S=[=17-13+2i;-17+ 13+2i|
3. =62+ 13z—10=0
e (z=2)(z"—4z+5)=0

z—2=0
(=1 ou
Z’—47+5=0

Donc les solutions de I’équation sont 2;2—i;2+i

S=[2;2-1;2+1]|

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés

Page 3



QY Meilleur en maths

EXERCICE 3

A=4(1+cos0)’—4x2x(1+cos0)
A=4(1+2cos0+ cos’0)—8—8cos0
A=—4+ 4cos’0

A=4(—1+ cos’0)
A=4(-sin’0)<0

0=0+2kmx
A=0 sin28:O < sinf=0 < ou keZ
O0=n+2kmn

Si|6=0+ 2k m alors I'équation devient :
22°—4z+42=0 & 2(z2’-2z+1)=0 & 2(z—1)/=0
L'équation admet s z=z,=1

S=|1]

Si| 0=+ 2k mfalors I'équation devient :

272°=0  z°=0

L'équation admet : z,=z,=0
S=10]

0#0+2km
A<0 & et keZ

O#n+2km

A=4sin’0i"=(2sin0i)
L'équation a
_ 2(1+cos0)—2sin0i
=
2
_ 2(1+cos0)+2sin0i
z,=
2
‘S:{1+ cos O—sin 01; 1 + cos O+ sin 1 ‘
EXERCICE 4

7 T
_5< 0< 5 donc cos 00 donc

A=(-2 00526)2—4 Xcos 0X 1

=1+ cosO—sinOi

=1+ cosO+sin0i

A=4cos*0—4cos’0
A=4cos’0(cos’0—1)
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A=4cos’0(—sin’0)

A=—4cos 0sin’H<0

A=0 & 0=0car ~5<0<7

L'équation devient :

22=2z+1=0 & (z—1/=0

L'équation a z,=z,=1
s=(1]

A<0 & 0#0

A=—4cos 0sin’0<0=(2cosOsin0i)’

L'équation a

2 . . 1
Zl:2cos 0 2cc2)sﬁsmez:l_smﬂei:l_tanei
2cos 0 cos
2 . . .
22=2COS 0+ 20(235651nez:1+ sm@ei:l_l_ tan 0
2cos 0 cos

‘SZ{I—tanBi; 1+ tan 01]
EXERCICE 5

1. A=(—16)—-4x1x89=256—-356=—100< 0

L'équation a

A=(10i)
. 16—2101':8_51.et L1610 o o,
S=[8—51;8+5i]

2. 22—(16—1)z°+(89—161)z+ 891=0

bi (avec bER )est une solution de I'équation
e —bi+(16—1)b+ 89bi+ 16b+ 89i=0
e 16b°+ 16b+ i(—b'—b’+ 89b+89)=0

16b°+ 16b=0(1)
—b’—b*+89b+ 89=0(2)

(1) e b+b=0 o b(b+1)=0  S,=[0;—1]
0¢S,

1-1-89+89=0 donc —1 €3S,

S=|-1]

Donc —i est
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3. (z+1)(2°—162z+89)
=72~ 162"+ 89z+ iz —16iz+ 89i

=22 —(16—1)z°+(89—161)z+ 89i

4. 22— (16—i)z°+(89—16i)z+ 89i=0
e (z+1)(z°~162z+89)=0

z+1=0
=1 ou
7°—16z+89=0

Les solutions de cette équation sont : —1;8—51;8+ 51
|S=[-i;8-5i;8+5i|
EXERCICE 6

1. A=(—8)—4x2x80=64—640=—576< 0
L'équation a deux solutions distinctes complexes conjuguées.

—576=(241)
2128_424l =2 6iet 22:8+ 241 —94+ 6]
S=[2-6i;2+6i]

2. A=(—6)"—4x3x18=36-216=—180

L'équation a deux solutions distinctes complexes conjuguées.
—180=(6V5i) -
212%@:1_@ et 7, =0+0VSI_ 3,
EXERCICE 7

T T
_E< b<  donc cos’0#£0

A=4cos’0sin’0—4 cos’0

A=4cos’0(sin’0—1)

A=—4cos'0<0

L'équation a deux solutions distinctes complexes conjuguées.

A=(2icos’0)?

. 2cos 0sin 0—2icos” 0
1 2cos’0

S=[tan®—i ;tan O+ i|

EXERCICE 8

. 2 in 0+ 2icos” .
— tan 0—i et z,= cosOsmG2 icos e:tan6+z
2cos 0

n
0<8< 5 donc sin’0cos’ 00

A=(—2sin’0cos0) —4sin’Bcos’H(cos* O+ sin*0)
A=4sin’0cos’0[sin*0—cos*0—sin*0 |
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A=—4sin’0cos’0< 0

A=(2sinBcos’0i)

L'équation a deux solutions distinctes complexes conjuguées.
_ 2sin’Bcos 0—2sinOcos’ O _sinO cosB .

21 . 2 2 - -
2sin"Bcos 0O cosO sinH
Z :2sin3ﬂcos€)+ 2sin0cos’0i _ sin© + cosO .
? 2sin’0cos’ 6 cosO sinH
S= tanG—C9sei;tan6+ C.Osei
sin 6 sin O
EXERCICE 9

1. (z+2)(z2—2zcosB+ 1)
=7"—22"cos0+ z+ 22" —4 zcos O+ 2
=2+ 22"(1—cos0)+ z(1—4cos0)+ 2
2. 22+ 22°(1—cosB)+ z(1—4cosB)+ 2=0
& (z+2)(z=2zcos0+1)=0
z+2=0(1)
=N ou
z’—2zcosO+ 1=0(2)

Slz[_z}
(2) z°~2zcosB+1=0
A=4cos’0—4=—4sin’0

0< 6< 7t donc sin’00 donc A< 0
L'équation a deux solutions distinctes complexes conjuguées.

_2cosB—2isin O _ .. _2cosO+2isinf _ ..
z,= > =cosO—isinO et z,= =cos 0+ isin0®

2
S,=|cos 0—isinO;cos O+ isinO|
Donc S=|—2,cos 0—isin0;cosO+ isin 0|

EXERCICE 10

1. bi (b est réel) est solution de 1'équation si et seulement si
—b i+ (1—i)b’+ bi—1+i=0
&b =1+ 1(=b’=b+ b+ 1)=0

b’—1=0(1)

—b’—b’+ b+ 1=0(2)

S,=[-1;1]
_(—1)3—(—1)2+(—1)+ l1=1—1—1+ 1=0donc —1€S,
—1’=1’+ 1+ 1=0donc 1 €S,

Donc —i et i sont deux solutions imaginaires purs.

2. (Z2+ 1)(z—(1-1))
=7~ (1—1)+ z—1+i
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3. 22— (1-1)2"+ z—1+1i=0
(224 1)(z—(1-1))=0
72+ 1=0
= ou
[z—(l—i):o
S=|—i;i;1—i]

EXERCICE 11
1. P(z)=22-52"+42z-21
. P(z)=2X27-5X9+4Xx3X21=54—45+12-21=0

On effectue la division euclidienne de P(z) par (z-3).

223 — 522 4+ 4z —21 z—3
—§2z3—6z2!
2?2+ 4z 2224+ 247
—(2% — 32)
Tz —21
—(7z—-21)
0

On obtient : P(z)=(z—2)(22°+z+7)
. P(z)=0 < (z=3 ou 22°+z+7=0)
3 est une solution de 1’équation.
22%42z+47=0  A=1"—4x2x7=-55<0 A=(iV55)’
L’¢équation admet deux solutions complexes conjuguées.

_—1+iy55_ 1 .55 _—1—=iv55_ 1 .+55
Zj=————=——+4i—= et z,=————=———i——.
4 4 4 4 4 4 -
: : T _ _ 2.1 55
L’ensemble des solutions de I’équation P(z)=0 est ¥= {3.—Z+1T;

2. P(z):z4—z3+8z—8
. P(1)=1"-1"+8x1-8=0
P(=2)=(=2)"~(-2)+8%(—2)-8=16+8—16—8=0

On effectue la division euclidienne de P(z) par (z—1)(zF2)=z"+z-2

2zt — 224+ 022+82—8 224 2—-2
—(2* 4+ 2% —22%)
—22% 4+ 222 4+ 82 22 —2z+44
—(—22° — 22° + 42)
42> + 42— 8
— (422 4+ 42 —8)
—

On obtient P(z)=(z"+z-2)(z"—2z+4)=(z—1)(z+2)(z’~2z+4)
. P(z)=0 & (z=1 ou z=—2 ou z'—2z+4=0)
1 et -2 sont des solutions de 1I’équation

1
4

/55

S22y

4
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P2 2z44=0 A=4-4x4x1=—16<0 A=(2i\3)
Cette équation admet 2 solutions complexes conjuguées.
zZ,= 2+221\/7—1+1\/3 et 22:#21—1@

L’ensemble des solutions de I’équation P(z)=0 est ¥={1; —2; 1+ivV3; 1—iv3}.

EXERCICE 12

P<Z):z(z—b)(z—c)+z(z—a)(z—c)+z(z—a)(z—b)
ala—b)(a—c) b(b—a)(b—c) c(c—a)(c—b)

P(z) estun polynome de degré au plus 3.

On consideére le polynéme Q (z)=P(z)-1.

Q(z) estun polynome de degré au plus 3.

e b)), ala-a)(a=c) , ala=a)a)
ala—b)(a—c) ala—a ala—a)(a—c

Q)= 4 b)la—c) "blb—a)ib—c| "cle-alle-b) |~ OO

On vérifie de méme que Q(b)=Q(c)=0.

Q(2) est factorisable par (z—a)(z—b)(z—c) polynéme de degré 3.

Conséquences

Q(z) est un polynome de degré 3.

Q(z)=k(z—a)(z—b)(z—c) kestle coefficient de z° dans P(z).

(Un polynome de degré 0 est une constante).

P(0)=0 donc Q(0)=—

or Q(0)=kx(—a)x(—b)x(—c)=—kabc=-1 donc k——ﬁ
Conclusion

1
Qlz)==——(z-a)(z=b)(z—¢)
p<z):—;7<z—a)<z—b)<z—c>—1

EXERCICE 13

(B): z*'+(64+52i)z°+540+14081=0
7=z
B) S ) 224(64+52i) 2+ 540+ 1048i= 0
La deuxiéme équation est une équation du second degré a coefficients complexes.
=(64+521)—4X(540+14081)x 1=64"+2X 64 +521—52° —4 X 540— 4x 1408 i
A=4096+66561—2704—-2160—56321= —T768+10241 .
On détermine les racines carrées de A c’est a dire on résout 1’équation 8 =A.
dO=x+iy  &=x'—y’-2ixy
FoA o x’—)y’=—768
- 2xy=1024
81> =IAI=V768+1024=1/589824 +1048576=1/1638400=1280
xz—y2=—768 2x°=512 x’= 256 lx|=16
2. 2 < 2_ < 2_ < —
X+ 1°=1280 217=2048 17=1024 |¥1=32
2xy=1024 < xy=512>0 donc x et y ontle méme signe.
Les deux racines carrées de A sont 8,=16+32i et 0,=—16—32i
Les solutions de 1I’équation du second degré sont :
le—(64+5212)—16+321 —482 20i_ 5410
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7= —(64+5212)—16—321 :—502—841 =—40—42i

Les deux solutions de I’équation du second degré a coefficients complexes ne sont pas conjuguées.

Onrésout: z°=—24—101 et z°=—40—42i.
C’est a dire on détermine les racines carrées de Z, et Z, .
2 2
z=x+iy  2=-24-10i < [x2_x§::—_1204
X+’ =V24’+10°=+576+100=+676=26
[xz—y2:—24 - [2)(2: 2 - [)CZZ 1 o {|x|:l
217=50 1?=25 |¥=5
2xy=—10 e xy=-5<0 donc x et y sont de signes contraires.

Les solutions de I’équation z°=Z, sont: z,=1—51 et —z,=—1+51i.

x—y’=—40
2xy=—42
X+ =V407+42°=11600+1764= 3364 =58

4+y2=58 2y°=98 17=49 |y=7

z=x+iy  F=—40-42i < {

2xy=—-42 < xy=—21<0 donc x et y sont de signes contraires.

Les solutions de I’équation z°=Z, sont: z,=3—7i et —z,=—3+7i

L’ensemble des solutions de 1’équation proposée est : = {1—-51; —1+51; —3+51; 3-51} ;
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