QY Meilleur en maths

Fiche exercices

EXERCICE 1

-

1. Dans le plan complexe rapporté au repére (O %,V ) , placer les points Alz,); Blz,); Clz¢) avec:

2 =—142i zB:—z—%i zC:2+%i

2. Déterminer l'affixe de BC
3. Calculer I'affixe du point D tel que ABCD soit un parallélogramme.
EXERCICE 2

Dans le plan complexe rapporté au repére (O;4,V), on considére les points A; B et C de coordonnées
respectives 4(3;—1);B(5;1) et C(2;1).

1. Quelles sont les affixes des points A; B et C et des vecteurs AB ; Zé,gé ?

2. On définit les points D et E par AD=2 AB+ AC et 3BE=BC . Déterminer l'affixe de chacun des points D
et E.

3. Démontrer que 4; D et E sont alignés.
EXERCICE 3

Dans le plan complexe, on considére les points: 4; B; C et D d'affixes respectives:

z,=—2—41; z,=5-21;z,=4+31;z,=1+1

1. a) Déterminer 'affixe du point C’, symétrique de C par rapport au point D.
b) Déterminer I'affixe du point A’ vérifiant DA'=DB+ DC

2. Quelle est la nature du quadrilatére A’BC'D?

EXERCICE 4

Dans la figure ci-aprés, (O #,7V) est un repére orthonormé direct.

x E- 3]
4]
3 % A
2]
1]
A
v
D
0 o - ¢
5 4 3 2 1 0 1 2 3 4
o &
x- B -1
_2> C

Donner les affixes des points O, A, B, C, D et E et des vecteurs AB , fE ED .
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EXERCICE 5
Soient A, B et C trois points d’affixes respectives 2+i, 5—1 et 3i+1.

1. Placer ces points dans le plan complexe.
2. Déterminer ’affixe du point D tel que ABDC soit un parallélogramme.
EXERCICE 6

Calculer le module de chacun des nombres suivants:

1. z,=2-1

2. z,=3+ 41
3. z,=7—i

4. z,=—4+31
5. 25=\ﬁ+i\6
6. zg=(1+1)*
7. z;=(=3+5i)

8. zg=(1-+31)(V11-5i)

_4-3i
' 3_4i
EXERCICE 7

9.z

1. Dans le plan complexe rapporté au repére (O, ), on considére les points B et C d'affixes z,=2+ 2i\3

et zo=2-2iV3
Vérifier que B et C appartiennent au cercle de centre O et de rayon 4.

Zp—Zc

2. On considere le point A d'affixe z,=

; ZC_ZA| et |ZB_ZC|
3. Déterminer la nature du triangle ABC.

EXERCICE 8

Calculer z4 puis |Z B Z4;

Dans le plan complexe rapporté au repére (O 2,7 ) orthonormé direct.

1. Déterminer géométriquement l'ensemble des points M d'affixe z vérifiant:
a) |z—1+1|=|z+ 2

b) |z+2+i]=2

¢) Construire ces ensembles.

2. Donner dans chaque cas une équation cartésienne de l'ensemble trouvé.
EXERCICE 9

Dans le plan complexe rapporté au repére (O ii,V)

1. Déterminer géométriquement l'ensemble des points M d'affixes z vérifiant:

a) liz+ 1—i|=|z+ 3]

b) [z+2-i|=2

¢) liz+ 2+1i|=3

2. Donner dans chaque cas une équation cartésienne de I'ensemble trouvé.

EXERCICE 10

Déterminer les nombres complexes tels que les points M; M' et M" d'affixes respectives

appartiennent a un méme cercle de centre O.

1
z;—etz—1
z
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EXERCICE 11
1. Calculer le module et un argument des nombres complexes suivants :

=4+ 41 2,=\3+1;z,=1-iV3; z,= 1+ V3 z5=i— 1 ; z=—4 ; z,=\3—i ; z,=\2(i—1); zy=iV3—-1;
Z,,=—4+ 41

2. En donner une écriture trigonométrique et une écriture exponentielle de chaque nombre complexe.

3. A chaque nombre complexe Z, de la premiére question, on associe son image M, dans le plan complexe,
rapporté & un repére orthonormé direct (O #,v) d’unité 2 cm. Dessiner avec précision les points M .

EXERCICE 12

Soit ze C .On pose z=x+ iy avec xelR et ye R

1. Déterminer la partie réelle Re(Z) et la partie imaginaire Im(Z) du nombre complexe:
Z=37"+2.2-6i\2

2. Résoudre 1'équation:

(E): 32+ 2.2-6iV2=0

EXERCICE 13

Dans le plan complexe, a tout point M d’affixe z, on associe le point M’ d’affixe z' tel que :

z'=zz+(1+1)z+3Z2-2.

1. (a) Déterminer les affixes z, et Zz des points 4 'et B', associés aux points A et B d’affixes respectives
z,=2+ietzy=—1

(b) Déterminer 1’affixe zx du milieu K de [AB].

(c) Déterminer I’affixe z . du point K "associé a K.

(d) K' est-il le milieu de [A'B'] ?

2.0nposez=x+iy etz'=x"+iy’ (x,y,x', ' réels).

Exprimer x "et y ' en fonction de x et de y.

3. Déterminer I’ensemble & des points M du plan tels que z ' soit réel.

4. Déterminer I’ensemble 7 des points M du plan tels que z ' soit imaginaire pur.
EXERCICE 14

Pour chacune de ces questions, une seule réponse est exacte. On donnera la réponse exacte et on justifiera le
choix.

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal (O; i,V ) .

1. Soit z un nombre complexe vérifiant Z+ |z|=6+ 21 . Alors I’écriture algébrique de z est :

a)%—zi b)—g—Zi c)§+2i d)—§+2i

2. Dans le plan complexe, I’ensemble des points M d’affixe z=x+ iy vérifiant |z—1|=|z+ 1| est la droite
d’équation :

a) y=x-1 b) y=—x c) y=—x+1 d) y=x
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3. Soit 7 un entier naturel. Le nombre complexe (1+ iv/3)" est réel si, et seulement si, 7 s’écrit sous la forme :
a) 3k+1,keN b) 3k+ 2, keN c) 3k,keN d) 6k, keN
4. On pose z=—2+2+iy2-+2.

Un argument de z* est :

T _I 3n 3
a) 4 b) T C) 4 d 1
5.0nposez:—\/2+\/§+i\/2—\/§.

Un argument de z est :

T T Sn 3n

a) 2 b) g C) 2 d) g -

6. Soient D la droite d’équation y=x+/3 et Mun point de D d’abscisse strictement positive. On appelle z
I’affixe de M . Alors :

_x _x _X 2
a) arg(z)—g b) arg(z)—z c) arg(z)—g d) arg(z)ZTn.
7. Soit z un nombre complexe non nul d’argument 6, ou 0 est un nombre réel. Un argument de \/§_—1 est:
z
T T T i1
a) g0 b) 076 ) g 7 d 379,

8. Soit z un nombre complexe non nul d’argument 0, ot 0 est un nombre réel. Un argument de z+ |z| est :

0 0
2) 5 b) 6 SV d) 5

EXERCICE 15

Donner une écriture trigonométrique et une écriture exponentielle des nombres complexes suivants :

1. z,=1-i
3V3 3

2. z,= =2
Z, > 21

3. 3.
. :—3\/:+—1
Z3 - 5 \/E
. Z4:\/2_\/§l
5V3. 5.
5. 25:_T+ 51
EXERCICE 16
Dans le plan complexe rapporté au repére (O;u;V)
A(3-2i)  B(-2+3i) M/(z) avec z#3—2i

z+2-31
W ==
Soit z—3+ 21

0 W

2 2
+y —x—y—-12 [ —=5x-5y+5
1. En posant: z=x+1iy avec x elRet y €IR, démontrer que: z=2"J 2x J Tt x2 L 7

(x=3)°+(y+2) (x=3)\+(y+2)

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés Page 4



Q3 Meilleur en maths

2.S51 M#A4 et M#B alors donner une interprétation géométrique du module et d'un argument de Z.
3. Déterminer et construire l'ensemble (E;) des points M (z) tels que Z soit un imaginaire pur.

4. Déterminer et construire I'ensemble (E,) des points M (z ) tels que Z soit un nombre réel.

5. Déterminer et construire l'ensemble (E;) des points M (z) tels que Z soit un nombre réel et négatif.
argZ= %+ 2k

7. Déterminer et construire l'ensemble (Es) des points M (z) tels que |Z|=1
8. Déterminer et construire l'ensemble (E¢) des points M (z) tels que |Z|=2
EXERCICE 17

()
()
6. Déterminer et construire l'ensemble (E4) des points M (z) tels que
()
()

1. Ecrire sous forme exponentielle les nombres suivants:

2

) 5 .
2. En déduire les valeurs exactes de €os 1—; et de smn %

EXERCICE 8

(O;1;V) estun repére orthonormé direct du plan complexe.
1. A estle point d'affixe z,=—1+1
B est le point d'intersection du cercle (C) centre O passant par A et de I'axe des abscisses, d'abscisse négative.
Déterminer I'affixe de B.
2. Construire le point M d'affixe z,,=—1- V2+i
Ecrire z,,sous forme exponentielle

. 7Tt . Im
En déduire les valeurs exactes de coS—— et de SIn——

8 8
EXERCICE 19
o. est un nombre réel donné.

Ecrire sous forme exponentielle, les nombres complexes suivants:
1. z,=sin a.—icos o
. . o :ﬂ
Application: 3
2. z,=1+ coso+ isin o
. . o= E
Application: 3
3. zy=coso+ isino+ 1

_x
Application: =73

EXERCICE 20

(0;1;V) estun repére orthonormé direct du plan complexe.

_xm
1. a) Déterminer et construire I'ensemble des points M d'affixe z tels que: 3182~ * 2k

N_ T
b) Déterminer et construire l'ensemble des points M d'affixe z tels que: arg(z—1+ 1>_Z+ 2km

_x
2. a) Déterminer et construire I'ensemble des points M d'affixe z tels que: 4182=37F 2km

b) Déterminer et construire I'ensemble des points M d'affixe z tels que: arg(z+ 1+ 2i)=— g+ 2km

3. Déterminer et construire I'ensemble des points M d'affixe z tels que: arg(z—1+i)=arg(z+ 1—2i)+ 2k .
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GMemeur en maths Nombres complexes-Représentation
géomeétrique-Forme exponentielle

CORRECTION
EXERCICE 1

2.
— 1. 3.
BC(2+ 21+ 2+ > 1)

BC(4+ 2i)

3. ABCD est un parallélosramme si et seulement si: AD=BC

Onnote: z,=x+iy avec x€ Ret yeé R

Zf)(x+ 1+i(y-2))

—_—  — x+1=4 x=3

D(3+ 4i)

EXERCICE 2

1. z,=3-1 z,=5+1 zp.=2+1
AB(5+i-3+i) AB(2+ 2i)
AC(2+i—3+1) AC(—1+2i)
BC(2+i—5—i) BC(-3+01)

2.
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AD=2AB+AC
Pour la construction du point D, on place le point B' tel que AB'=2AB, puis on construit le parallélogramme
CAB'D.

AB(2+ 2i) 2 AB(4+ 4i) et  AC(—1+2i)
AD=2AB+ AC(4—-1+4i+2i)

AD(3+61)

D(z,) z,=x+iy avec x€ Ret ye¢ R

AD(z,-z,) AD(3+61)

x+iy—(3—1)=3+6i
x—=3+i(y+1)=3+6i
[x—3=3 . [x 6
y+1=6 y=5
D(6+51)

3BE=BC

—_— 1 —_—
On place sur le dessin le point E tel que BE= §B C

BC(—3+0i) %?6(—“ 01)

E(z;) z,=x+iy avec x€ Ret y€ R
§E(ZE_ZB)

zp—z,=x+iy—(5+i)=x—5+i(y—1)

EE:%EE o x—5+i(y—1)=—1+ 0i

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés Page 7



GMemeur en maths Nombres complexes-Représentation
géomeétrique-Forme exponentielle
- x-5=-1 - x=4
y—1=0 y=1

E(4+1)

3. AE(4+i-(3-1))
AE (1+2i)
AD(6+51—(3-1))
AD(3+61)

Ona 3+ 6i=3(1+2i)
Donc AD=34E .

Par suite, les points A: D et [ sont alignés,
EXERCICE 3

l.a) DC'=-DC d

ze—zp=—(2¢-2)p)
Zo=—zot 2z,
zoo=—(4+3i)+2(1+1)
Zo=—4-31+2+2i

b) DA'=DB+ DC

DB(5-2i—(1+1)) DB(4-31)
DC (4+ 3i—(1+1)) DC(3+21)
DA'=DB+ DC(4+3-3i+ 2i)
DA'(7-1)

DA'(z,-z,)

Donc:

Z,—zp=17-1

z,=l+i+7-1
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GMemeur en maths Nombres complexes-Représentation
géomeétrique-Forme exponentielle

c)

CB(5-2i—-(-2-1)) C'B(7-1)

Donc:

DA'=C'B

Par suite, le quadrilatére A'BC'D est un parallélogramme.

EXERCICE 4

1.]0(0) A(2+3i)]  [B(-3-i)| |C(-2i)] D(4) E(—1+51)

EXERCICE 5
1.

2. D(a+ib) avec a€ Ret b€ R
AB(3-2i) CD(a-1+ib—3i)
ABDC est un parallélogramme < AB=CD

a-1=3
b-3=-2
- a=4
b=1
= | D(4+ i)
EXERCICE 6
1. z,=2-1

|z [}=2% (-1)’=5
2. z,=3+ 41
|z,f=3% 4’=9+ 16=25
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3. zy;=7-i

2z ’=7"+(-1)’=49+ 1=50
z=5+2

4. z,=—4+3i

z:|=l(=3+ 51 )

|z,|=|-3+5if

|2,]=9+ 25=34

2[=34

8. zg=(1-+31)(V11-5i)
[1-V3il'=12+(=V3)2=1+ 3=4

1-V3i]=2
WTT=5i=(\11)2+ (=5)2=11+ 25=36
WV11-5i|]=6
24 =[1-V3ilx 11 -5i]
zd=2x6=12
0. 573
\29\:|;“j? _[4-31

—4i| |3—4i
[4-3if=4"+ (-3)’=16+9=25
4-3i|=5
B—4if=3"+(-4)=9+ 16=25
3—4i|=5
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GMemeur en maths Nombres complexes-Représentation
géomeétrique-Forme exponentielle

5
zd=%=1

5
EXERCICE 7 5]
1.

2P =22+ (243) =4+ 4x3=4+ 12=16
z,/=O0B=4

z [=2+(-2V3) =4+ 4x3=4+ 12=16
z J=0C=4

Remarque: z-=Z; donc |ZB‘:|ZC|

OB=0C=4 donc les points B et C appartiennent au cercle de centre O et de rayon 4.
2.

25—2.=25—23=213(z,)

ZA:%:iS(ZB):zi\/g

zp—2z,=2+2iV3-2iV/3=2
ze—z,=2—2iV3-2i/3=2—4i\3
lzo—z,|=V 2% (—4V3) =Va+ 16x3=V52

z5—zo=2+2iV3 -2+ 2iV3=4i\3
‘ |ZB—ZC|:4\/3 ‘
3

Dans le triangle ABC:
AB=|ZB—ZA‘=2
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géomeétrique-Forme exponentielle

AC :‘ZC—ZA|:\/§
BC:|ZB—ZC|=4\/§
Donc:
BC*+BA?=48+4=52
AC*=52

On a AC>=BC*+BA2.
Donc le triangle ABC est rectangle en B d'aprés la réciproque du théoréme de Pvthagore.

EXERCICE 8
1.
a) |z—1+1|=|z+ 21

Soient A(1—i) et B(—2+1)

M(z)
AM =z — 1+
BM =|z+ 2|

|z—1+i|=|z+2 1
< AM =BM
< M appartient a la médiatrice du segment [AB]
Donc I'ensemble cherché est (A ) médiatrice du segment [AB].

b) |z+2+i|=2

Soit /(—2—1)
M(z)
MI=|z+ 2+

lz+ 2+i|=2
o MI=2
< M appartient au cercle de centre I et de rayon 2.
Donc 'ensemble cherché est (I') cercle de centre I et de ravon 2.

c)

(8)

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés Page 12



Q3 Meilleur en maths

2. z=x+1iy avec x€ et y€ R

a) z—l+i=x—1+i(y+1)

lz—1+i]2=(x—1)2+ (y+ 1)

z+ 2—i=x+2+i(y—1)
lz+2—i]?=(x+2)2+(y—1)2

|z —1+i|=|z+ 21

e (x=1P+ (v 1P=(x+ 2P+ (v=1)°

& X 2x+ 1+ V42 v+ I=x"+ dx+ 4+ V' —2v+ 1

< —6x+4v—-3=0
(A):

b) z+2+i=(x+2)+i(y+1)
lz+ 2+ 2=(x+ 2)2+ (y+ 1)2
lz+2+i]=2
e (x+2VP+(v+1)7=4

e '+ V4 4x+2v+1=0
(T):

EXERCICE 9
1.
a) liz+ 1—i|=|z+ 3|

i+ 1—i=i z+%_1 —i(z—i-1)

Soit A(1+1)

AM =]z —i—1|
Or, liz+ 1-i=li(z—i—1)|=|]z—1—i|=4AM

Soit B(—3)
BM =|z+ 3|

liz+ 1 —i|=|z+ 3]

< AM =BM

< M appartient a la médiatrice du segment [AB]
Donc l'ensemble cherché est (A )

b) [z+2-i|=2

Z+2—-1=z+2+1
Soit 7(—2—i)
IM=|z+ 2+

|Z+ 2 —i|=[z+ 2+ i|=|z+ 2+ i|]=IM

lz+2—i|=2

< IM=2

< M appartient au cercle de centre I et de rayon 2.
Donc I'ensemble cherché est (T')
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géomeétrique-Forme exponentielle

¢) liz+ 2+i|=3

i+ 24 izi|z+ 24 1):i(2+ 1-2i)
1

Soit J(—1+2i)

IM=|z+ 1-2i

liz+ 2+ i|=|i (z+ 1-2i)|=|z+ 1 -2i|=JM

liz+ 2+i|=3
< JM =3
< M appartient au cercle de centre J et de rayon 3.
Donc l'ensemble cherché est () cercle de centre J et de ravon 3.

(Q)

2.
z=x+1iy avec x€ Ret yE R

a) liz+ 1—i|=|z+ 3|

iz+ 1—i=i(x+iy)+ 1—i=ix— y+ 1—i=(1—yp)+i(x—1)
liz+1—-i2=(1—y)2+(x—1)2

z+3=x+iy+3=(x+3)+ iy
[+ 3]2=(x+ 3)2+ )7

liz+ 1—i|=|z+ 3]

o (1—y P+ (x—1V=(x+ 31+ 1

S 1=2v+ VH+ X —2x+ 1=x"+ 6x+ 9+ 1’
< —8x—2v—7=0

(A):8x—2y-7=0

b) [z+2-i|=2
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Z+2—i=x—iy+ 2—i=(x+2)—i(y+1)
Z+ 2 —i]2=(x+ 2)2+ (y+ 1)2
|z+2—i|=2

< (x+2V+(v+17=4

© Y+ V4 4x+2v+1=0
(T):

¢) liz+ 2+1i|=3

iz+ 2+ i=i(x+iy)+ 2+ i=ix—y+2+i=(2—y)+i(x+ 1)
liz+ 2+ i]2=(2—y )2+ (x+ 1)2

liz+ 2+i|=3

< (2=y)+ (x+1)=9

< x4+ v+ 2x—4v—4=0

(Q):

EXERCICE 10

M; M' et M" appartiennent au méme cercle de centre O si et seulement si OM=0OM'=0OM", c'est a dire si et

seulement si |Z|=H=|z— 1|

|z|:‘lz‘ o |P=1=f = ()
Onnote /(1)

z-1=IM & |z|=0M < (A)

1
(T): x*+ y’=1 et (A): x=>

On a donc:
1 2 23 3 3
—+ =1 == == =—
477 = =y @ (Emyouy=ar)
. 1.3 1 .43
On obtient z—2+1 > et z—2 12
Al 3] o g1
2 2 2 2
(A)
r
) I A
v
|
Fe -
ol
._/ B
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EXERCICE 11
I |z['=4+4

lz['=16+16
|zl|=\/§=4\/§
4
4J(Z§F+14JE)
1.1
4\/— E—FIE
V2 .2
Z1—4\/7 74‘17

V2

0059127 et sin0 2% donc 91:%(2“)

4\/2(cos%+zsm ) 4\5e

‘Zz|2:‘/§2+12
lz'=3+1
|zz|:2
V31

=2 —=+41—

2=o\ Ty
. 1

00592:% et s1n92=5 donc 922%(2“)

s
i
z2:2(cos%+ ism% =2e°

|z, =1 +(=V3)’

|z3|2= 1+3

|Z3|:2

{9
2 2

2
2322(005(_—675)+ isin(%n)):2616

1 —
c0s0;=— et sin0 _T\B donc 0;=— 3 (2“)

2, f=17+3
‘24‘221 +3

|z,|=2
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z,=2 %+\/2§

1 .
COS94:— et Sln94:g donc 9421

2

24:2<C05%+ isinZ|=2¢"3
lzs*=(-1)"+1?
|z =1+1
[2}=v2
1.1
f ——t1—=
ARG
sea( Y202
“ 2 2
-2 2 . m
cos 0 = ¢ et sm95:7 donc 95—TT—I(2TT)
05= 3; (2m)
3n 3n i
z,=+2|cos ==+ isin >~ |=v2e *
4 4
|Z6|2:<_4)2
lz*=16
jz|=4
z,=4(—1+i0)

5 (21)

cos0,=—1 et sin0,=0 donc 0,=T(2)

‘ ze=4(cosm+isinm)=4¢"

[2f=V3" +(~1)

. -1
cos97=§ et sm67:7 donc 0,=

—i

=2e

A

z7:2(cos(%)+isin(%)

—(2m)
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g Meilleur en maths

2 =V2" (17 +1%)
lz'=2x2
|ZS|:2

28:2( V3,2

——+i
2 2

V2o 2

cosegz_T et sm98=7 donc 68:1—(_%(2“)

3T (om)

0,= 1

4

3n
Zg=2(cos34—n+ isin3—ﬂ:):2e !

00599:7 et sinegzg donc 99:1'(—%(2“)

2T
99:T(2T()

3

Zy= 2(cos%+ 151n2—n):2613

|z, =(—4)"+4°
|z,o[=16+16
|ZIO|=\/§=4\/§

_4f(__f+l4f)

G2

210—4\/7( >

—3(211)

4
31T
910:T<2Tl')

cosel():_T2 et sinel():T2 donc 0,p=Tr

210:4\/2(cos 34—ﬂ+ zsm—) 4\f
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N My xM1
\\\ v, 4, -
N e B
Mg N =
Mg \\ "',
) ﬁ
c “’&/M7
->FE-1- - :: :\\)l\tll:;:
EXERCICE 12
. z=x+1iy
Z=37+22-6iV2
Z=3(x+iy)2+(x+iy)(x+iy)—6i\/§
Z=3(x"+2ixy— " )+ (x+ iy)(x—iy)—6i\/§
Z=3x"+ 6ixy—3y2+ X+ y2—6i\/§
Z=4x"-21*+i(6xy—6v2)
Donc:
R(2)=4x"-2"]
‘S(Z)=6xy—6\/§‘
2.
Z=0
o |4x-2y’=0
6xy—62=0
o l(2x- x/2y (2x+2y)=0
6(xy— 2) 0
{Zx \Ey 0 2x+\/§y=0
= ou —
xy—v2=0 xy—v2=0
_V2
2
2x=\/§y x:—zy 2 Y x= L x=£y
a) w20 = 2 < \5 = 2 = 2 <
4 B xy—\/EZO Tyz—\ﬁ=0 V2 y*=242=0 y'=2
=12
5 Y
y:\/iouyZ—\E

Si‘ y:\/2_‘ alors | x=1|
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Si\ y=—\/§‘ alors| x=1|

= -2
by [23+V2y=0 x=¥y N R T
Y ¥2=0 xy—\E:O %yz—\ﬁ=0

L'équation (2) n'a pas de solution

Conclusion:

S={1+iV2;1-iv2} |

EXERCICE 13

1 (a) 202,54 (1+1)z,4 32,2
z,=2+i)(2—i)+ (1+i)(2+i)+3(2—1)-2
z, =4+ 1+ 2+ i+ 2i— 1+ 6-3i-2
z,=2,Z5+ (1+i)z,+ 32,2
zp=(=i)(i)+ (1+i)(=i)+3i-2

Zp=1—i+1+31-2

z+z
b _Z4 B
()ZK 2
. :2+i—i
K 2

(¢) g =232+ (1+1)z+37,-2
Ze=1IX1+ (1+1)X 1+ 3x1-2
Ze=1+1+1+3-2

Z,4 25 1042

(d) L'affixe du milieu de [A'B'] est: =5+1

2 2

Donc

2. z'=zZ+(1+1i)z+3z-2
z'=(x+iy)(x—ip)+ (1+ 1) (x+ iy )+ 3(x—ip) -2
z'=x’+ y2+ x+iy+ix—y+3x-3iy-2

z'=x"+ y2+ x—y+3x—2+i(x-2y)
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GMemeur en maths Nombres complexes-Représentation
géomeétrique-Forme exponentielle

On a donc:

x'=x"+ Y+ dx—y-2
y'= x=-2y
3. Meéd & x—2y=0

1
Meé < yZEX

1
& est la droite d'équation y=§x

4MEF & x™+ y+4x—y—2=0

2
hde?k:(x+m%4+(y—%)—%—2:o

2
MeZ o (x+ 2)2+ (y—%) =2

4

1. 5
Z est le cercle de centre P(—2+ 51) et de rayon E

4_

Remarques:

A(2+1) €6

B(-i) e 7

On remarque que B'(2i) € 7
On appelle B" I'image de B'.
D'aprées la question 2:
z5=2"—2-241ix(=2)x2
zp=—41

EXERCICE 14

-2 42i
3 1

—+2i

: ZJﬁH:Jﬁ&:Jm:m

9 9 9 9 3

=k§—m

=‘8

‘8
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Z+|Z|=§+2i+13—0=6+2i

8 ..
1 7z=——-2
x Siz 3 1

=B _5i==8,42i
3 3
-8 .. 10_2 .
Z+z|==2+2i+—=2+2
Z+|z| 3 i+=3+2i
S'Z=§+2i
X 1 3
8 . 8 .
Si2i=2
3773
8 .10 .
Z+z|=2—2i+—2=6-2
Z+|z| 3721t i
Si z:—§+2i
Kooty
_?8+2i=_78—2i
sl==8_5;,10_2_,.
Z+|z|= 3 21+3—3 2i
8 ..
Donc Z=§—21

2. z—1=x—1+iy
z-1F=(x 1) +y’
z+i=x+i(y+1)
lz+i =x*+(y+1)

|27H=h+ﬂ

lz—1P=lz+il*
(x—1V 4y’ =x"+(v+1)

= 2x+ 1+ V=t + v+ 20+ 1
—2x+1=2v+1

2v=—2x

y=—x

0

LA O

d'affixe z=x+ iy vérifiant |z—1|=|z+i| est la droite d'équation
3.
Calculons:
(1+iV3)
= 1’4+ 2x1xiV3+(iV3)
=1+2iV3-3
=_2+42iV3

2

(1+iV3)
= 1P 43x1x(iV3)+3x1°%(iV3)+(iv3)’
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=1-3%3+3iV/3-ix3/3
=1-9
=8

Si n est un nombre entier naturel alors, n s'écritn=3k ou3k+1ou3k+2 (k€ IN)

v Sin=3k+1
(1+i\/§)“:((1+ix/§)3)k><(1+i\/§):(—8)k><(1+i\/§)

1. Sin=3k+2
(1+i\/3)“:((1+1J§)3)k><(1+i\/5)2:(—8)“><(—2+2ix/§)

v Sin=3k
(1+1J§)“:((1+N§)3)k:(—8)k

Conclusion:

(1+i+/3)" est réel si et seulement si 7 s'écrit sous la forme| 3k Javec k€ IN

Remarque:
v Sin=6k

(1+iV3)"=((1+iV3)) “=(-8)*= 64"

Par contre, la réciproque est fausse, si (1+i+/3)" est réel, n n'est pas forcément de la forme n=6k avec k€ IN

Par exemple, (1+i+/3) estréel et 3 n'est pas de la forme 6k avec k€ IN
4,

2=(1V2 -2 \2+2)

72=— 242 2xix\(2-V2)(2+V2)+2+2

2’=2\2-2i\2* -2’

7’=22-2i\2

|27 =(2V2) +(~2+2)’

ZT=8+8

Z2:4(2f 2i\/_)

N
I I

{3
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V2
2

cos0= et sin0= 72 donc

e:‘T“(zn)

est

g
4 |

b r r -rr
5. D'aprés la question précédente, un argument de z* est —

argz’ =2 argz (2 )
argz" =2 argz+2k 1t

2argz=argz’ — 2k

2argz=?—2kn

=T km
argz

L AL
. = —41TT=—
Pour k=—1, argz g T 2
[7x
. est| o~
6. z=x+ixV3
z[=x*+ (x3)
Zf=x*+3x"
|z|2=4x2
Comme x> 0,
lz|=2x
x#0
V3
=2x| 242
z x(?_x : 2x
z=2x(%+i%)
_x
cosezl et sinezg donc 6_3(2“)
7.
arg __1=arg(\/§—i)—arg2(2ﬂ)
arg __l=arg(\/§—i)+argz(2ﬂ)
Or,
V3-if=(V3)+(-1)’
V3-if=4
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N3—i|=2

. (V31
6—1—2(7—15)

V3 . -1

COS@l:— et 511'161:7 donc arg(\/g—i):%(%t)

On a donc:

\/3*1 _—T
z 6

—Ti0(2m)

arg

8.A(z) (i;0A)=0(2)
B(|z]) |2>0 arglz|=0(2™)

OA+OB(z+z)  AO+0OB=0C
AO+0B=0C et OA=0OB donc
Par suite, [OC) est de (OA;OB)

- 9
Donc: (u;OC)=5(21T)
Z+|Z|

1. [z[=1"+(-1)
|zl|—\F

\f

EXERCICE 15

7
ff)

—+1
2

\/—

cos 0, ——2 et sin0 _T\/E donc 91—?(2Tt)
A 1 M o

(éii
2

+isin

3V
2

2. |22|2= +

2><3_2><31
2 '

z,=3

. —1 -
00592:? et sm92=7 donc 62:%(2“')
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.Sm

ST s
3f(cos( 5 )+zs1n( 5 )) 342e

4. 2 f=(2) +(-V2)
|Z4|2:2+2
[24=2

__+_—
2 1o

z,=2

V2 f)

N

00594272 et sinf,=—— donc 04= 1

2
2422(005( 4)+ 1sm( %)ZZel“

5. of=[=

75 25

|ZS| __ 4
100

2o == =2

2 2

5

2

|zs|=5
5
rims| 22
S-s( 3,

cos0,=

+i——
2X5

2

@ 5
5
3

2
-4
2

. 1
et s1n95:5 donc Os5=Tr

57
6

zs=5 (coss?n+ isin 5?n):e

=3 T+ t
(cos zsm( 6)
2
3 3
3 2: 3= 4=
‘Z3| ( 2 \/E
27 9
=573
2 36
2 5
6 _632
=5 =023
=8 =825
-343 3
=32
“ f><3f f><3f)
23_3\/*( \/3
—3 ) 1 X1 < ST
0059327 et Sln93=z donc 93=Tt—g(21'r) , c'est a dire 63:?

—T(2m)

(1 < .. 5T
—g<2ﬂ) , C'est a dire 952?

(2m)

(2)
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EXERCICE 16

2 2
xX+y —x—-y-12 .| —-5x-5y+5
1. En posant: z=x+iy avec x eRet y elR, démontrer que: Z= J J +l(( J )

(x=3)+(y+2) x=3) + (y+2)

:Z+2—3i
z—3+2i
_x+2+i(y-3)
==
x—=3+i(y+2)
(x+2+i(y-3))(x-3—i(y+2))
/= -
(x=3+i(y+2))(x=3—i(y+2))
S+ 2)(x=3)+ (y-3)(y+2)+i[(y—3)(x=3)-(x+2)(y+2)]
(x=3)+(y+2)
x+y—x y— 12 e 3x-3y+9—xy—2x-2y—-4
(x=3)+(y+2) (x=3)+(y+2)
Z:x+y—x y— 12+i —S5x—-5y+5
(x=3)+(y+2] \(x-3)+(y+2)
2.
A(3-21) B(—2+3i) M(z)
AM (z -3+ 2i) BM (z+2-31)
AM =|z -3+ 21 BM =|z+ 2 -3
1zl z+2-3i|_|+2-3i]_BM
T|z-3+2i| [z-3+2i] AM
BM
2=

Si M#A alors arg(z—3+ 2i)=(ti;AM )+ 2k=

Si M#B alors arg(z+2—31)=(ii; BM )+ 2 kmn

arg Z=arg(z+2—-3i)—arg(z—3+ 2i)+ 2kn
arg Z=(u;BM )—(ii; AM )+ 2k n
arg Z=(7i; BM )+ (AM ;1i)+ 2k

M¢éthode algébrique:

Z est un imaginaire pur si et seulement si sa partie réelle est nulle.
X+ y —x—y-12=0(1)
(x=3)7+(y+2)#0(2)

Z est un imaginaire pur& [

1) 1V 25
(1) X+ y'—x—y—12=0< (XE) + (J/E) :7

1 1. 25
M appartient au cercle (I') de centre €2 (5"' > 1) et de rayon 727\/—
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2) M#A4
A(3-2i)
32+(-2)2-3-(-2)-12=9+4-3+2-12=15-15=0
Donc 4€(IN)
(E)) est le cercle (I') privé de A.
Remarque:
B(—2+3i)
(-2)*+32-(-2)-3-12=4+9+2-3-12=15-15=0
Donc Be(IN)
Soit I Ie milieu de [AB]:

_ZutzZp 3-21-2+3i_1, 1.
z,= = =—+ =i

2 2 2 2

Donc Q=I
Conséquence: (E,) est le cercle de diameétre [AB] privé de A.

Méthode géométrique:
Z=0
Z est un imaginaire pur< ou
Z est unimaginaire purnon nul

Z=0<M=B
argZ=%+2krc (A_A7;B_A7)=%+2kn

Zest un imaginaire pur non nul< ou < ou <AMB est un triangle
argZ:_Tn+ 2k |(AM ,-BM):—TM 2k 7t

rectangle en M non aplati<>M appartient au cercle de diametre [AB] privé de A et de B.

Conclusion:

Z est un imaginaire pur si et seulement si M appartient au cercle de diametre [AB] privé de A.4.
M¢éthode algébrique:
Z est un nombre réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle.
—5x—5y+5=0(3)
x=3)+(y+2)#0(4)

Z est un nombre réel< (
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(3) —5x—5y+ 5=0 est I'équation cartésienne d'une droite (A)

A(3-21)  -5(3)-5(-2)+5=-15+10+5=0 donc A€(A)
B(—2+3i) -5(-2)-5(3)+5=+10-15+5=0 donc Be(A)

4 M#A4
(E) est la droite (AB) privée de A.

M¢éthode géométrique:
7=0
Z est un nombre réel< ou
Z est un nombre réel non nul

Z=0<M=B
arg Z=0+ 2k (ZM
Z est un nombre réel non nul< ou IS
arg Z=mn+2kn (AM

et M#B oMe(AB) et M~ Aet M#B

Conclusion:

;BM)=0+ 2k

ou

; BM )=+ 2k

<A; B et M alignés avec M # A4

Z est un nombre réel si et seulement si M appartient a la droite (AB) privée de A.

(8) 4

5.
Méthode algébrique:

—5x—5y+5=0(5)
Z est un nombre réel strictement négatife> | (x—3)°+ (y+2)°20(6)
x2+ 2 —x—y—12<0(7)

(5) Me(A)
6) M#4

(7) x*+ y'—x—y—12<0
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o v L), L) 28
2]\ T2
25 52

: : 1. 1.
<>M appartient au disque de centre €2 5+ 51 et de rayon 5=

Conclusion: (E;)=]ABJ[

Méthode géométrique:
Z est un nombre réel strictement négatif> argZ =n+ 2kn < (AM ; BM )=n+ 2k m <A; M et B sont alignés

dans cetordreet M#A4 et M#B <Me]AB].

6.
Méthode algébrique:

X+ Yy —x—y— 12=0(8)

Z est imaginaire pur et ImZ>0 < 1| (x—3)+(p+2)#0(9)
—5x—5y+5>0(10)

1 1.
8) M appartient au cercle (I') de centre Q|+ < 1| et de rayon 2—5:ﬂ
2 2 2 2

9) M#A4

(10) On considére 'origine: —5X0-5X0+5=5>0

. 1 . .
M appartient au ) plan ouvert de frontiére (AB) contenant 1'origine.

(E4) est le demi-cercle de (I') d'extrémités A et B contenu dans le 5 plan précédent.

M¢éthode géométrique:
— AN -RAT) =X
Z est un imaginaire pur et InZ>0<> 4782 = 57t 2k oy (AM ; BM) =57 2K 7 ] ¢ triangle MAB est direct et
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1
rectangle en M<>M appartient au B cercle de diamétre [AB] situé en dessous de (AB).

()

7.

M¢éthode algébrique:

(attention, il ne faut pas calculer le module de Z en utilisant la forme algébrique de Z
+2-3i . .

Z=1 & mzl & [e+2-3i=-3+2i & (v 2P+ (y-3)P=(x-3)+ (y+2F

S+ dx+ 4+ —6y+9=x"—6x+9+ Y+ 4y+4 < 10x—10y=0 < x—y=0

(Es) est la droite d'équation x—y =0

M¢éthode géométrique:

_BM
AM
IZ|=1 < BM=AM < M appartient a (A;) médiatrice de [AB]

1Z|

(Es)=(A1) médiatrice de [AB]
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géomeétrique-Forme exponentielle

8

Méthode algébrique:

1Z|=2

< |zf=

4

& z+2-3if=4|z-3+2if

& (x4 2)+ (y=3)=4[(x=3)+(y+ 2)]

S x'+ 4x+ 4+ Y —6y+9=4(x’—6x+ 9+ y’+ 4 y+ 4)
< 3x*+ 3y —28x+22 y+ 39=0

<:>x2_|_y2_
14\’

<> x—? + y
14\

< x—? + y

28

11
+

—x+=y+13=0
33

2
196 121
— |+ 13————=0
) 9 9
2
+£) _ 200
9
(Es) est le cercle de centre w(%—i%) et de rayon R=¥

EXERCICE 17

1.

2.6 2
|J_Z+Z_2
zl=\/§ %+%1

5 3..

___n
vV, G2
* T T T T T T T

2 T 0 0,
u
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. 1
coselzg et s1n91=5 donc 912%

T
— 1
Donc, le\/ze 6

lz'=1+1=2

s=2[ L

g

ﬁ Sk

0,=—etsin0,=——
cos 2esm

—TT
e -
donc 9, 4

i
i
Donc, | z,=+2e¢ *

=2 Jzejf:e«;‘*%):enﬁ—g
22 \J2e ¢
5Tt 5Tt
2. En déduire les valeurs exactes de COSE et de smE
ﬁﬂﬂ \F \/_ (1+i)
_a_2 2 {2 ff(H)fﬂfﬂ\ff\/Bf V6+12
Tz, 1-i 2 4 4 4
Donc:
COSS_TE_\/E—«E ot | sin 2T _V6+42
12 4 12 4
EXERCICE 18
1.
|z, =0A’=(-1)+1"=1+1=2
OA=V2
OB=0A=12
74=—OB=—12

2. Construire le point M d'affixe zy=-1 —V2+i
Ecrire Zy sous forme exponentielle

) 7Tt AL
En déduire les valeurs exactes de cos ? et de sin ?

Zy=Z,ot2Zg

OM=0A + OB
Donc OAMB est un parallélogramme.
De plus, OA=0B donc OAMB est un losange.
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2
Donc, (ﬁ;6>):34—n+2kn
3n

Par suite, (6&;@)2—7+ n+ 2km
(6&;6@:%+ 2km

(OM) est la bissectrice de (OA;OB), donc (OA;0M)= g"‘ 2kn

(W;0M)= 3775+ S+ 2k
(ﬁ;m):%+ 2km
lzy[=(~1- J§)+1_1+2J*+2+1 44242

Done, 7 =+4+2\2¢ s
711
:\/4+2\/§ \/4+2\/7(cos%+1s1n?)——1 —2+i

Donc:

cos7—TE 12 ot sin7—ﬂ::—1
V4212 8 4+ 242

EXERCICE 19

1. z,=sinx—icosa

o LS
Application: O(Z?
zlzsin(x—icosa

'(isino<+c050()
z,=—i(cos x+isin )

L
2

1—¢€ (&

i
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P (x:E 1 OL,E_E,E_,E.
our 3 alors ) 3 ) 6 .

. T
—i—

z,=¢

2. z,=1+cosx+isin &

Application: &= %

z,=1+cosax+isin
z,=1+¢'"

Y T S
z,=e 2(6 ’+e 2)
Remarque:
e'’=cos 0+i sin O
e%=cos O+i sin O
e'+e'°=2cos 0
Par suite:

&

X
i 0(
e ‘4e 2=2cos5

. X
x iy
Donc: z,=2c0s ¢ ?

1° cas:
X _
2
z,=0

2ieme oag:

cos ~=0 < a=m+2km (keZ)

cosg>0 L
2 79T

o —mHb4knt<oa<mt+4kT
e

ORE)

—e

2

&

2

z,=2cos

=

|Zz|:2COS et argz,=- 21)

3 iéme

cas:
o 3T

cos%<0 = E+2k1‘l’<5<7+2kﬂ (keZ)

2
s mtH4kn<a<3m+4kT
X
‘zz|:—2cos§

. X
(X . 1=

z,=—2cos—¢ e’
2

X i(%+n)
z,=—2cos—e
2

|z|=—2 cos% et arg22=%+n(2n)

. TC

_'rl' Tl- 1— 1
Pour «=—- alors 22:2cos€e °=3e

a«l:l

3

+2kn<%<%+2kn (keZ)
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3. z;=cos a+isin +1

Application: &= %

Z,=C0S ®+isin x+1

z;=e'“+i

=i 1+,lei“)
i

z,=il1-ie")

us
z;=ill—e *e'"

_ i(T+e)
Z3:1 l_e
W[ -G+ i)
z3=1e42(e42 4 2

Remarque:
e'’=cos 0+i sin O
e=cos O+i sin O
e'’—e=2isin O
Par suite:

LS

i) G o T
42 42 s s
e —e =-—2isin| —+—

1* cas:
%+%:0+kn o 0(:—%+2kﬂ (keZ)
z,=0

T x, T
Sln(5+z)>0@O+2kﬂ'<§+z<ﬂ'+2k'ﬂ' (kEZ)

a2

. X T
‘z3|:251n(5 Z) et argz3=5+z

7“ 4kn<0(<37ﬂ+4kn
(G

0(

2

3 iéme

2~ Cas:
sm(2 4)<0<:>1'r+2k1-r<(;+1;1t <2m+2kTr (kEZ)<:>3—+4k1T<0(<77+4k

2
|z3|— 2s1n(0( Tr)

2 4
g%, T
- sm(2+z)e
argz3=%+57ﬂ+2kn
Pour a== alors: z 2sm(5ﬂ)ei(5]_;)
3 3 12
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EXERCICE 20

1. a) Déterminer et construire 1'ensemble des points M d'affixe z tels que:

argz:%+ 2kmn

argz =(1i; O_I\7I)+ 2km

Soit K le point d'affixe zK:ei%

(270) est la demi-droite JOK)

L'ensemble des points M tels que argZZE

N_T
b) Déterminer et construire l'ensemble des points M d'affixe z tels que: arg(z— 1+ 1)_2"' 2k

On pose A(1-1)
AM(z—1+i)
(ﬁ;m):%+ 2km

T
L'ensemble des points M tels que arg(z—1+ 1)_2"' 2K est la demi-droite JAK') image de JOK) par la

translation de vecteur OA

_T

2. a) Déterminer et construire I'ensemble des points M d'affixe z tels que: 318%2= §+ 2k
argz :(ﬁ; 61\7[)+ 2km

Soit K le point d'affixe ZKZGi%

_x
L'ensemble des points M tels que 3T82= 73+ 2K st a demi-droite JOK)

b) Déterminer et construire 'ensemble des points M d'affixe z tels que: arg(z+ 1+ 2i)=— %+ 2k

Z+1+2i=z+1-2i
arg(z+ 1+ 2i)=arg(z+ 1 -2i)+ 2kmn

arg(z+ 1+ 21)=—arg(z+ 1 -21i)+ 2k arg(z+ 1+ 2i):—§+ 2km e arg(z+ 1+ 2i):%+ 2km
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On pose B(-1+2i). BM(z+1-2i)

L'ensemble des points M d'affixe z tels que arg (z+ 1+ 2i):—§+ 2k estla demi-droite ]BK') image de ]BK)

par la translation de vecteur OB

3. Déterminer et construire l'ensemble des points M d'affixe z tels que: arg(z—1+1i)=arg(z+ 1—2i)+ 2k

arg(z—1+1)=arg(z+ 1-2i)+ 2kn
(t;AM)=(d;BM)+ 2k =
(AM; @)+ (@ ;BM)=0+ 2k nt

< (AM;BM)=0+ 2k nt

< AM et BM sont colinéaires et de méme sens.

<M appartient a la droite (AB) privé du segment fermé [AB].

o <t .

=y [~

v
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