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1. Limites en +o

Soit f une fonction définie sur un intervalle ] @ ; +oo[, @ appartenant a IR
Chercher la limite de f (x) quand x tend vers +oo, c'est étudier le comportement des réels
f(x) quand on prend pour x des valeurs aussi grande que 1'on veut.

On observe trois types importants de comportement:
1) Sipour x assez grand, les images f (x) sont aussi grandes que I'on veut, on dit que f (x) tend

vers +oo quand X tend vers +oo.

On note alors: XEIPw S (x)=+

T=

/.

T

f(x)>M dés que x>x,.

Exemples:
lim x°=+o0

X— 400

lim Vx =40

X—+oo
2) Sipour x suffisamment grand, les images de f (x) sont aussi petites que 1'on veut, on dit que
S (x) tend vers -oo quand x tend vers +co.

On note alors: XET@ fx)==
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f(x)<m quand x<x,.

. 2_
Exemple: 1im —x"=—o0
X— +o0

3) Sipour x suffisamment grand, les images f (x) sont aussi proches d'un réel / que I'on veut,

on dit que f (x) tend vers / quand x tend vers +oo.
On note alors: xl_l,er fx)=l

La droite A d'équation: y=/ est alors appelée asymptote horizontale a la courbe de f en +oo.
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2 :
' |
-8 '
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|
0 &%0
T T T T T T
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[-B<f(x)<I+B désque x>x,.

.1
Exemples: lim —=0

x—+ow X

— Certaines fonctions n'ont aucun de ces comportements en +oo. On dit alors que la fonction n'a pas de
limite en +oo.

Par exemple: la fonction sinus n'a pas de limite en +oo.
2

24

— Si f est définie sur ]-o0; a [, on définit de méme des limites quand x tend vers -co. On notera

xEer (x) une telle limite.

Exemples: vlif_nw X’=+oo
lim x’=—oo
lim 6— l =6

X— —00 X
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2. Asymptotes.

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ] a ; +oof

La droite A d'équation y=ax+b est asymptote a la courbe représentative de
J en+oo s'il existe une fonction % telle que:

lim A(x)=0

XxX— +0o0

pour tout x appartenant a ] @ ;+oo[, f(x)=ax+b+h(x) et

y=ax+b

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ] a ; +oof

La droite A d'équation y=ax+b est asymptote a la courbe représentative de

f en +oosi et seulement si xlirfw f(x)=(ax+b)=0

— Supposons que A soit asymptote a € en +oo.

11 existe dont une fonction % telle que pour tout X appartenant a ] @ ; +oo[, f (x)=ax+b-+h(x) ou
lim A(x)=0

xX—+o0
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Alors £ (x)—(ax+b)=h(x) donc lim f(x)=(ax+b)=0

x>+
— Supposons que xll?wf(x)—(ax+b):().
Posons /(x)=f(x)—(ax+b) pour x appartenanta ]a ; +oo[.

On a donc XET@ h(x)=0

De plus, ax+b+h(x)=ax+b+ f(x)-(ax+b)=f(x) pour x appartenant a ] a ; +ool.
Donc f (x)=ax+b+h(x) avec xlirflwh(x):O_

Donc A est asymptote a €’ en +oo.

— Pour a =0, on retrouve le cas de l'asymptote horizontale.
— On a, de méme, que A est asymptote a €’ en -0 s'il existe une fonction h telle que

f(x)=ax+b+h(x) ou xlirih(x):o.

N |
Soit la fonction [ définie sur IRf par f (x)zf .

1
1. Démontrer que pour tout X appartenant a IR¢, f (x)=—x+1+ T

g

Déterminer les asymptotes en +oo et en -o0 & la courbe €/, représentative de la fonction f.
3. Préciser la position de €, par rapport a son asymptote.

—x+1)x+1_—x°
L. Soit x €Rr, —x414t=ZxFUHL ot
X X X

fx).

1
D'ou pour tout * appartenant a IRf, f (x)=—x+1+ T

2. Soit A la droite d'équation y=—x+1 .

f(x)—(—x+1)=—x+1+%—(—x+1):% )

lim £=0 e lim £=0
xX— 4o X X— —00 X

D'ou A est asymptote a €; en +oo et en -oo.

3. f(x)—(—x+1)=—x+1+%—(—x+1):%,

1 1
” >0 pour x>0 et ;<0 pour x<0.

Donc A est au dessus de € pour x<0 et A est en dessous de € pour x>0,

3. Limite infinie en un réel a.

3.1. Commencgons par un exemple.

1
Soit f la fonction définie sur IR par f (x ):; )
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Les réels f (x) dépassent n'importe quel réel 4 aussi grand que 1'on veut pourvu
que x soit positif et assez proche de 0.

) .. ) . 1
On dit que f a pour limite +oo a droite en 0 et on note  lim ;:‘i‘oo .
x—=0,x>0

De méme, lim —=-o0,
x—0,x<0 X

3.2. Définition.

Si f est définie sur Ja—;a| ousur |a;a+o/, ou sur leur réunion, on dit que
f(x) tend vers +oo quand x tend vers @ si f(x) peut-étre rendu aussi grand
que l'on veut a condition de prendre x suffisamment proche de a .
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On définit de fagon analogue le fait que f (x) tende vers -oo quand X tend vers a .

3.3. Propriéte.

On admettra la propriété suivante.

gi lim g(x)_ 0", alors lim L e .

X - g(X)
- lim g(x) _ lim —— = —
Si =0, alors I1m =—0,
X a0 g(x)
Exemples:
) . 1
lim (x —2)’ =" oy lim =+
1 lim(x-2)"=0" dou lim 2y
2) lim x-3 =0" d'ou lim =40 ,
x—‘3,x>3 x_>3’x>3 X —
lim x=3_g gou lim =—0
x5, x< x—3,x<3 X —
. 1
d'ou lim n'existe pas.

x—3 x_3

3.4. Asymptote verticale.
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Soit f une fonction, € sa courbe représentative et a un réel.
Lorsque la limite (ou la limite a droite, ou a gauche) de f en a est +oo ou -oo,
on dit que la droite d'équation x=a est asymptote verticale a la courbe €.

124

104

=1

La courbe représentative de la fonction f* définie sur IR{1} par f(x)= admet pour

(x—1)

asymptote la droite d'équation x=1 .

4. Limites et Opérations

Soit f et g deux fonctions, / et /' deux réels,
a désigne indifféremment un nombre réel, +oo ou -co.
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4.1. Somme.

lim 1 (x) / / [ +00 -0 +00
lim g(x) ' +o0 -00 +o0 -00 -00
lim (f+g)(x) I1+1' +00 -0 +00 -0 Forme
T indéterminée

lim x*+3x=lim x’+ lim 3x=+0+00=+0o

x— 4o X >+ X—+ o0

2 2 o

Iim =-5x=1im =+ lim —5x=0+4+00=+w

x—o—0o X xo-0 X xo—w
4.2. Produit.
lim f(x) [ [#0 [#0 0 +00 -0 +00
lim g(x) [’ +00 -0 +00 Ou -00 +00 -0 -0
lim ( fg)(x) i 400 sil/>0 | -0 si [>0 Forme 400 +00 -00
e —osi <0 | +owosi /<0 | indéterminge

lim x*( =341 )= lim ¥ X lim — 344 =400 X (=3)=—o0
x— 4o X x—+o x—+0© X
4.3. Inverse.
lim f(x) [#0 +o0 -00 0" 0 0
lim —L 1 0 0 +00 -00 Forme
voa f(x) [ indéterminée
4.4. Quotient.
lim f(x) [ 0 [#0 +00 Ou - ®©
lim g(x) ['#0 0 -0 Ou +00 +00 Ou -
. f Forme 0 Forme

lim <+ (x) — s . 4 .
x—a & l' indéterminée indéterminée.

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés

Page 9




Q3 Meilleur en maths

. . 2 24+—

lim 24+=2 et lim x"=+00 goy

X— 4w X X+ llm —2:0
x—+oo X

4.5. Quelques reégles.

On retiendra les régles suivantes, que 1'on peut facilement démontrer grace aux régles de calculs.

En +oo et en -00, un polyndome a la méme limite que son mondéme de plus haut
degré.

Soit f la fonction polynéme définie sur R par f (x)=a,x"+a, x" '+..+a,x+a, avec @,#0

n

Lorsque x#0, f(x)=a,x

a a a
I+ +——+ 0),

n—1 n
a,x a,x a,x
. Cln_l . al _ . —
Or lim =0, ..., lim — =0, lim =0
x— 400 an.x X— +00 anx xX— 400 anx

Nous obtenons 1im

X—+00

a,_y a a,
1+ +..+ — - =1
a,x a,x a x

Par suite, lifil Sf(x)=1lim a,x"

X —+00

Exemples:

lim 5x°—6x+1=lim 5x’=+o
xX—+0o0 x>+

lim 4x°-2x"+4=1lim 4x’=—o0

Nous admettrons la régle suivante:

En 4o et en -oo, la limite de la fonction rationnelle définie par

a,x"+..+a a,x"’

fx)=——F—— L (a,#0,b,#0) est celle de x> =
b,x"+..+b, b,x

i X’ =3x42 — L x° _1

m ———————=1lm ——=—.

st 4 X =5x+1 xove 4x° 4

. 3X°42x°—Tx+1_ . 3x_ . B

lim =lim —-=1lim 3x=-o

X——0 x2—3x+2 X— —00 _X’z X——00
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