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1. Introduction
Le plan est orienté, une unité de longueur est fixée, l'unité de mesure des angles est le radian. (O;i , j) est un

repére orthonormal direct du plan c'est & dire sii=07 ; j=0J alors OI=0J =1 et (o1;07 )2%(2 m).

1.1 Norme d'un vecteur

Soit i=AB .
La du vecteur # est AB. On note ||U]|[=AB.

Si ZZ();) alors ||d|f =x’+y’

1.2 Norme de la somme de vecteurs

y y y*y

[GIF=x"+y*

[WP=xy

i+ Wl =(x+ x4 (y+y )

G+ W|P=x+ x "+ 2xx '+ Yo+ y P+ 2yy!
[T+ u'[P=x™ y'+ x 2+ y'?+ 2(xx '+ yy')

[+ wIP=[1EIP+ [0+ 2 (xx '+ yy!)

b) Interprétation géométrique :

On pose i=ABetu'=AC=BDsi le triangle ABC est direct c'est a dire si une mesure de l'angle (ZE,ZE)
appartienta [0;7] .

Sinon, on pose u '=AB et ii= AC=BD . On aura alors le triangle ABC direct.

Ona:ii+u'=AD
G+ w'[P=]]+ [P+ 2 (xx '+ yy)

Donc, AD*=AB*+ AC*+ 2(xx "+ yy')

¢)
Le nombre 2(xx'+yy') ne dépend pas du repere orthonormal choisi.

* Peut-on choisir un autre repere orthonormal direct pour « exprimer plus simplement » 1'expression
2(xx'+yy') ?

* Peut-on exprimer le nombre 2(xx'+yy') en fonction des longueurs ou des angles du triangle ABC ? (dans
ce cas on pourrait dire que 1'on obtient une généralisation du théoréme de Pythagore)
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1.3 Premier cas L'angle BAC est aigu c'est a dire une mesure de I'angle (ZE; ZE’) appartient a ]0; >

On choisit A pour origine et (AB) pour axe des abscisses et orienté de A vers B.

- 1 — - I —
'=—— . AB Dl = iy
= I7]=1 F=A7

Soit J' I'image de I' par la rotation de centre A et d'angle g
il e Srr- 7=
JI=AT 7= AT'=1 (41";47")=7(27)

Le repére (A;i’, j') est orthonormal direct.
AB=A4B.i" B(4B;0)

Soit C 'le point d'intersection du cercle de centre A et de rayon 1 et [ AC).

On note 0 la mesure de I'angle (_73; ZE) appartenant a ]0;%[ .

C '(cos0;sin0)
cosO=AH 'etsin0=A4K '
AH=AC cos8 AK=ACsinH

~_——| AB — _—= [ ACcos0
”‘AB( 0 ) AC(ACsinO)

Donc, 2 (xx '+ yy')=2(ABX ACcos 0+ 0X ACsin0)=2 ABX AC cos0=2 ABX AH
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On obtient donc AD*=AB*+ AC*+2 ABXAH

1.4 Deuxiéme cas L'angle BAC est obtus c'est a dire une mesure de I'angle (ZE; ZE“) appartient a ]g ;TE[ .

On détermine le méme repére (4;i', j').

On note 0 la mesure de 'angle (_f?; ZE‘) appartenant a ]% ;Ttl .

B(A4B;0) C'(cos0;sin0)

cosO0=—AH "etsin0=A4K '

C(ACcos0;ACsin0)

ACcosO=—AH

Donc, 2 (xx '+ yy')=2(ABX AC cos 0+ 0X ACsin0)=2 AB X AC cos0

_cos=—A4H '<0

(AC;—4B)=n—0(2x)

cos(m—0)=—cos(0)

Donc AH=—ACcos0

Donc, 2(xx'+ yy')=2ABX AC cos0=—2 ABX AH
On obtient donc AD*=AB*+ AC*—2 ABX AH

1.5 Cas particuliers
a) =0 (4B, AC)=0(2x)
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Dans ce cas, C=H

Dans le repére (4:;i7, j') : C(AC;0) et B(A4B;0)
2(xx "+ yy')=2ABX AC

Or, cosO=cos0=1

Donc, 2 (xx '+ yp')=2 ABX AC cos0=2 ABX AH
b) 6=n (4B, AC)=n(2n)

Dans ce cas, C=H

Dans le repére (41", j') : C(—AC;0)et B(A4B;0)
2(xx '+ yy')=—2 ABX AC

Or, cosO=cosmt=—1

Donc, 2 (xx '+ yy')=2 ABX AC cos0=—2 ABX AH
i
2

) 0= (ZE,ZE):g(zn)
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Dans ce cas, H=A4

Dans le repere (A,?’T’) : C(0;AC) et B(4B;0)

2(xx '+ yy')=2(ABX0+0XAC)=0

Or, cosBzcosg=0

Dong, 2 (xx '+ yy')=2 ABX AC cos0=2 ABX AH (car AH=0)
d)

0
Donc, 2 (xx '+ yp')=2(0Xx '+ 0x y')=0

i

Donc, 2 (xx '+ yy')=2(x X0+ yx0)=0

« Si A=Balorsi=0 ii(o)

« Si A=Calorsu'=0 u'

1.6 Conclusions

Si les vecteurs # et 2 ' sont non nuls, (i{';?):B(Zn) alors 2 (xx '+ yy')=2 ABX AC cos©
Si cos0=0 alors 2(xx '+ yy')=2 ABX AH

Si cos0< 0 alors 2(xx '+ yy')=—2 ABX AH

On obtient aussi :

AD*=AB*+ AC*+2 ABX AC cos
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2. Produit scalaire

2.1 Définition

Si 7 et u ' sont deux vecteurs non nuls du plan. On nomme des vecteurs

-

7l et u ' le nombre réel noté #.u’ défini par: . u'=||d] X |[u’]| X cos(d;u’)

Si % ou u 'est le vecteur nul alors u.u'=0

2.2 Remarques

il et u ' sont deux vecteurs non nuls du plan.

a) On pose i=ABetu '=AC.

Si ABC est un triangle direct alors la mesure principale de l'angle (ZP; ZE’) appartient a[0;m] et
cos BAC=cos(#i;u’) .

Si ABC n'est pas un triangle direct alors la mesure principale de l'angle (Z]?,ZE’) appartient a |—;0[ et

cosW:cos[—(ﬁ;?)]zcos(i};?) :

i.u'=AB.AC=ABX AC X cos BAC

b) Cas particuliers
d Eﬁl\C:O coslzél\C:cosOZI
Donc, 7i.u'=AB.AC= ABX AC

Conséquence : carré scalaire

Si si=u"alors U.G=AB.AB=ABXAB=AB>=|i]

On nomme de 7 et on note 4 le produit scalaire : 7.7 . On a donc :

v’=tu.a=|[u|’

e« BAC=n cos BAC =cosm=—1
Donc, ii.u'=AB.AC=— ABX AC

—

e BAC= cosﬁ’zcosgzo

o a

Donc, ii.u"'=AB.AC=0
¢) Si H est le pied de la hauteur du triangle ABC issue de C.
* SiBAC estun angle aigu alors cos BAC> Oetii.u'=AB.AC=ABX AH
« SiBACestun angle obtus alors cos BAC< Oetii.u'=AB.AC=—ABX AH
*  Si BAC est un angle droit alors H=A et cosBAC=0¢ti#i.u'=AB.AC=0=ABX AH
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—

i.u'=AB.AC=AB.4AH

2.3 Expression analytique du produit scalaire dans un repére orthonormal

+ -

(O;i, j) est un repére orthonormal.

Si @ x)etﬁ"(x',) alors .7 =xx '+ yy .
(y v

- —_
'

e Siu=0alorst.u'=0et0Xx'+0Xy'=0donci.u'=xx'+ yy’
e Siu'=0alorst.u'=0etxX0+ yX0=0doncz.u'=xx'+ w'
« Sin#0etu’#0 alors 1. u"=[[] X |u’]| X cos(ii;u’)
Onpose : i=ABetu'=AC
ii.u'=AB.AC=ABX AC Xcos BAC
Nous avons vu dans le premier paragraphe que 4B X AC Xcos BAC =xx '+ '

Donc, ii.u'=xx"+ yy'’

2.4 Produit scalaire et normes

(0;1,]) est un repére orthonormal.

- x — [ x'
u etu ,
(J’) (J’)

Nous avons vu quc :

[+ W= TP+ [0+ 2 (x4 yy?)

6+ wP=[1IP+ [P+ 2 (T )

On a donc :

-

wu= [ Pl

- —=lx—x'
u—u ,

(y -y )
[a-0"P=(x—x"\+(y—y")’
G- =x"+x"=2xx"+ y'+ y"’—2yy'
[G—0"P=(x"+ y*)+ (x"+y?) =2 (xx "+ yy')
[a—a'|P=[[d|*+|V|P-2u - o

On a donc aussi :
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—_
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o

2.5 Exercices
a) ABCD est un carré direct. AB=3
Calculer AB.AC

(4B: 4T)=2(2x)

ZE.ZE:ABXACXcos%

Or,
AC’=AB*+ BC*=3’+3"=18
AC=18=342

w2
COS—=—

4 2

V2

Donc, AB.AC=3X3/2x1= 5 =9

Le triangle ABC est rectangle en B donc H=B et :

AB . AC=ABX AH=ABXAB=3X3=9

b) ABC est un triangle équilatéral direct. AB=3.
Calculer AB.AC

(4B: 4T)=2(2x)
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ZE.ZE’:ABXACXCOS%

1
Or, cos >

w|a

Donc, ZE.Z(»?:3><3><%:%

H le milieu de [AB]
H est le pied de la hauteur du triangle ABC issue de C.

4B AT=ABX AB=3x2>=2

2 2
o (0 i, 3) est un repere orthonormal du plan ;
A(2;1) B(7;2) C(6;5)

Calculer AB.AC

6]

—[(6-2 — (4
A A
AB. AC=5%4+ 1X4=20+4=24

2.6 Propriétés algébriques du produit scalaire

a)

=y
<
[l
<
=4

=
+
S|
[

=4
")
+
=y
!

Pour tous vecteurs # ; Vet W du plan et tout nombre réel k,ona:
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(0;1,]) est un repére orthonormal.

| x - x' [ x"'
u V ’ W rr
(y) (y) (y )
e u.v=xx'+yy'

v.iu=x'x+y'y

Donc, #1.V=V.7

On dit que le produit scalaire est symétrique.

i (v+w)=x(x"+ x" )+ y(y'+ ")
i.(V+W)=xx+ xx""+ yy '+ ypy "’
U.(V+W)=xx'+ yy '+ xx' "+ yy '’
Donc, #.(v+ W)=i. v+ . W

. ka(ii) kv(ii,)
i (kv)=x(ke')+ y(ky')
i.(kV)=kex '+ kyy'
(k2t).v=(ke)x"+ (ky) y’
(kit). v=hxx'+ kyy'

Cas particulier : k=-1
(—1)a=—1u

Donc, (—i).v=ii.(—V)=—0u.7

b)

Pour tous vecteurs # et v
S S\2 =2 - > 52
o (a+V)=u+20.9+ 7V

o (@-VP=E-20.5+ 7
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=’
v=[vIF
Nous avons démontré au 4. que : |[a+ v|’=|[5|+ |[¥|[+ 2 (T.V)
Donc : (ii+ V) =i+ 2%.v+ 7

A : - -2
¢ méme raisonnement pour (4 —V)

2.7 Orthogonalité de deux vecteurs

a) Définition :

On dit que les vecteurs # et u ' sont lorsque #=0 ou u '=0 ou lorsque

#0etu'#0ona (ﬁ;?’):%(zﬂ) ou (ﬁ;;):—%ﬁﬂ

b) Propriété :

Les vecteurs # et u ' sont sietseulementsi #7.u'=0

2.8 Applications géométriques

a)

Soit ABC un triangle du plan. Onnote : a=BC; b=AC; c=AB.Ona:
a’=b*+ c*=2bccos A
b*=a’*+ ¢*~2accos B

c’=a*+b*=2abcosC

B
BC*=(BA+AC)=BA ¢2+AC*+2BA .AC
BC’=BA*+ AC*~2 AB.AC
BC*=BA’+ AC*—2X AB X AC X cos BAC
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D'ou, a’=c*+ b*+2chcosA
Méme démonstration pour les autres formules.

b) Remarques :

Ces formules permettent de déterminer une mesure des angles d'un triangle lorsque 1'on connait la longueur des
trois cotés du triangle ou déterminer la longueur du 3iéme c6té d'un triangle connaissant la longueur des deux
autres coOtés et une mesure de 1'angle compris entre ces deux cotés.

c)

A et B sont deux points du plan. I est le milieu de [AB].
Pour tout point M du plan, on a :
MA+MB2=2MI>+21A2

MA*+ MB*=MA*+ MB’
MA*+ MB*=(MI+ 14+ (MI+ IB)
MA*+ MB*=MI*+ 14>+ 2 MI . 1A+ MI*+ 1B*+ 2 MI . IB
MA*+ MB*=2 MI*+ IA*+ IB*+ 2MI .(14+ IB)
Or, I est le milieu de [AB] donc IA+ IB=0 et IA=1IB
Donc, MA*+ MB*=2 MI*+ 214
d) Remarques :
*  On peut aussi écrire :

2
MA*+ MB*=2 MI*+ ATB

AB 2
car IAZIBZT et ZIAZZATB
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