Q3 Meilleur en maths

TP6

1. Préambule

Nous nous proposons de préciser 1’utilisation d’un tableur et de logiciels (en particulier le logiciel Python)
pour effectuer une division euclidienne dans I’ensemble des entiers naturels puis pour déterminer le PGCD
et le PPCM de deux entiers naturels non nuls.

2. Division euclidienne dans IN

2.1. Rappel
On effectue la division de 133 par 9.
133 | 9
43 | 14
7

133 est le dividende de la division.
9 est le diviseur de la division.

14 est le quotient de la division.

7 est le reste de la division.

Ona: 133=9X14+7.
2.2. Théoreme
Pour tout entier naturel a et tout entier naturel b, il existe un unique couple d’entiers naturels (q;r) tel que :
a=bXq+r avec 0 < r<b.
2.3. Définitions
q se nomme de la division euclidienne de a par b
r se nomme de la division euclidienne de a par b
2.4. Utilisation d’un tableur
En Al: a En Bl: b En C1: quotient En DI : reste
En A2:133 En B2: 9 En C2:=quotient(A2;B2) En D2 :=mod(A2;B2)
En A3:152 En B3: 24
Pour C3: on étire C2 vers le bas et on obtient 6.
Pour D3 : on étire D2 vers le bas et on obtient 8.
G6 v g =
A | B | C D 2
1 a b quotient reste
2 133 9 14 7
3 | 152 24 6 8
4
Remarques :

Pour les instructions quotient(A2;B2) et mod(A2;B2), on utilise des parentheses et un point virgule.

2.5.

2.6.

Utilisation du logiciel Géogébra
Pour obtenir le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b on tape dans la bande de saisie

les instructions quotient[a,b] et reste[a,b].

Pour quotient[133,9] on obtient 14 et pour reste[133,9] on obtient 7.

On remarquera I’utilisation de crochets et une virgule.

Utilisation du logiciel Xcas

Dans ’application arithmétique du logiciel, pour obtenir le quotient et le reste de la division euclidienne
de a par b, on utilise les instructions : iquo(a,b) pour le quotient et irem(a,b) pour le reste.

Pour iquo(133,9) on obtient 14 et pour irem(133,9) on obtient 7.

On remarquera 1’utilisation de parenthéses et d’une virgule.

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés

Page 1



g Meilleur en maths

2.7.

Utilisation du logiciel Python

Pour obtenir le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b, on utilise les instructions suivantes
a//b pour le quotient et a%b pour le reste.

On propose un programme , demandant a I’utilisateur d’entrer successivement les valeurs de aetb (a est
entier naturel et b est un entier naturel non nul) et ’exécution du programme donnera le quotient et le reste

de la division euclidienne de a par b.

br;it('F%h:t de programme')

print ("b="+str (b))
g=a//b

print ("Le guotient de la division suclidienne de a par b st egal & g="+3tr(q))

r=a%b
print ("Le reste de la division esuclidienne de a par b est r="+str(r))
print ('Fin de programme')

On exécute le programme en entrant a=133 et b=9 et on obtient :

Début de programme

veuillez entrer un entier relatif a: 133
a=1l33

veulllez un entier naturel non nul b: ©
b=5

Le guotient de la division euclidienne de a pa
Le reste de la division euclidienne de a par b est r=7
Fin de programme

Remarque

L’instruction input() arréte [’exécution du programme et saisit la donnée entrée par ['utilisateur( cette

donnée peut-étre une chaine de caracteres). Dans le programme la donnée est m, l’instruction a=int(m)

preécise au logiciel que la donnée est un entier.

3. Diviseurs et multiples d’un entier naturel
3.1. Définition
a et b sont des entiers naturels.
On dit que b est un diviseur de a si et seulement s’il existe un entier naturel q tel que a=bq.
3.2. Remarques
. Tout entier naturel b divise 0 car 0=bXx0 .
L’ensemble des diviseurs de 0 est D, = IN.
. Le seul diviseur de 1 est 1.
L’ensemble des diviseurs de 1 est D= {1} .

. Tout entier naturel a supérieur ou égal a 2 admet au moins 2 diviseurs 1 et a car a=1Xa=aXx1.

Dans ce cas I’ensemble des diviseurs de a D, contient au moins deux éléments.

. Siun entier naturel a admet exactement deux diviseurs, on dit que ce nombre est
Exemple : 11 car D, ={1;11} .

3.3. Ensemble des diviseurs d’un entier naturel non nul

. Exemples :
De=1{1;2:3;6} Dg={1;2;4:8} Dy=1{1;7;49}

. Remarques :
Il est difficile de déterminer I’ensemble des diviseurs d’un entier naturel dans le cas général.
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Lorsque I’on connait la décomposition en facteurs premiers de 1’entier naturel supérieur ou égal a 2, on

peut obtenir ’ensemble des diviseurs de ce nombre.

Les logiciels Géogébra ou Xcas donnent cette décomposition pour les nombres qui ne sont pas trop grands

Ici on ne considére pas cette étude.

Le nombre de diviseurs d’un entier peut-€tre trés important, il est obtenu par exemple avec le logiciel Géo-

gébra par I’instruction diviseurs :[a].

On propose un programme simpliste avec le logiciel Python pour des nombres non trop grands et n’ayant

pas de trop de diviseurs.
. Programme en Python

br;ﬂt('E%t:t de prog ")
print ("Veulllez entrer un entier naturel non nul a®)
m=input ()
a=int (m)
print("les diviseurs de l'entier™™ "sstr(a)+™ ""sont:")
i range (a+l) :
3 range (a+l):
f(i1%¥j==1a):
print (i, end=" ")
=i+
i=1+1
print ("Fin de programme')

. Exécution du programme pour les valeurs : 133 ;97 ; 12714
________ Dol L8300 E » o VWO LD Vel el e A e WL S 2 WD LW L G
Début de programme
/euillez &ntrer un &ntier naturel non nul a
133
les diviseurs de l'entier 133 sont:
17 t? 133 Fin de programms

Dy3;={1;7;19;133}

Début de programme
jfeuillesz sntrer un &ntier naturel non nul a
97
les diviseurs de l'entier 97 sont:
1 97 Fin de programms

e A

Dy;={1;97} 97 est un nombre premier

Début de programme

Veuillez entrer un entier naturel non nul a
12714

les diviseurs de l'entier 12714 sont:

12 3 6 13 26 39 78 1le3 326 485 978 2119 4238 €357 12714 Fin de programme

Dy74s={1;2:;3;6;13;26;39;78;163;326;489;978;2119;4238;6357;12714 }

Le temps pour obtenir le résultat est assez important ce qui confirme que le programme n’est pas tres perfor-

mant.
3.4. Définition
a et b sont des entiers naturels.

On dit que a est un multiple de b si et seulement s’il existe un entier naturel q tel que a=bq.

3.5. Remarques
. Le seul multiple de 0 est 0.

L’ensemble des multiples de 0 est le singleton {0} : M=0.
. Si b est est un entier naturel non nul alors I’ensemble des multiples de b est infini.
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. Pour b=1 I’ensemble des multiples de 1 est : D; =1IN.

4. PGCD et PPCM de deux entiers naturels non nuls

4.1.
. Tous les entiers naturels non nuls ont au moins un diviseur commun : 1.
. Deux entiers naturels a et b non nuls peuvent avoir dautres diviseurs communs.

4.2.
. On ne peut pas facilement écrire I’ensemble des diviseurs d’un entier naturel non nul donc on ne peut pas

4.3.

Définition

Exemple 2 estun diviseur commun de 6 et 8.

. a et b étant deux entiers naturels non nuls, on nomme PGCD(a;b) le plus grand diviseur commun de a

et b.

Remarques

en général déterminer PGCD(a;b) par simple lecture des ensembles des diviseurs de a et b.

. a et b sont deux entiers naturels non nuls tels que a = b .

On effectue la division euclidienne de a par b:a=bqtr 0 <r <b.

Tout diviseur commun n a a et b estun diviseur de r.

a=kn et b=hn (k et h sont des entiers naturels).

On obtient kn-hng=r < (k-hq)n=r (k-hq est un entier naturel).

Tout diviseur commun m de b et r est un diviseur de a.

b=pm et r=Im (p et1sont des entiers naturels).

On obtient a=pmq+Ilm=m(pq+l)  (pg+l estun entier naturel).

Conséquence

L’ensemble des diviseurs communs a a et b est égal a I’ensemble des diviseurs communs a b et r.
(b estinférieur ou égal a a et r est strictement inférieur a b ).

Algorithme d’Euclide
a et b sont des entiers naturels non nulstelsque: a = b.

. On effectue la division euclidienne de a par b, onnote q; le quotient et r; le reste.

a=bq,+r, 0<r <b
Si 1,=0 alors b estun diviseur de a et PGCD(a;b) =b.

Si 1, #0 alors on effectue la division euclidienne de b par r,, onnote (, le quotient et r, le reste.
b=r,q,+r, 0 <r1,<T,

Si r,=0 alors r, estun diviseur de b et T, estle plus grand diviseur de a et b et PGCD (a;b)=r,
- Si r,#0 alous on effectue la division euclidienne de 1, par r, onnote (; le quotient et I3 le reste.
L=r,q;+r; 0 <r;<r,
Et on réitere le raisonnement . . .
- La suite (ri) est une suite d’entiers naturels stictement décroissante donc il existera une division eucli-
dienne pour laquelle le reste est nul.

. Exemple
a=963 b=153
953=153%x6+45 0 < 45 <153 q,=6 1,=153
153=45%x3+18 0 <18 <45 q,=3 r,=18
45=18%X2+9 0 <9< 18 q;=2 ;=9
18=9x2+0 0<0<9 Q=2 1,=0

PGCD(963;153)=9
Disposition pratique
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6 3 2
963 | 1583 45 18
45 18 9 0

4.4. Utilisation d’un tableur
Al: 963 BIl: 153 CI1: =quotient(A1;B1)
A2:=B1 B2:=DlI
Puis, on étire.
On obtient :

D1: =mod(A1;B1)

16 v B 2 =
A | B
1| 963 153 6 45
2 | 153 45 3 18
3 | 45 18 2 9
4| 18 9 2 0
5
L

4.5. Utilisation d’un logiciel
. Géogébra :

Dans la bande de saisie, on utilise I’instruction : pged[a,b].

. Xcas :

Dans I’application arithmétique, on utilise I’instruction : gcd(a,b).

. Programme en Python

k:‘_"_f‘.t ("Debut de programme')

p"‘“t,(”".:.""'.:.-' antrer 1m -
rin vEullleZ €NTISr un £ntl

m=input ()
a=int (m)

print ("b="+s3tr (b))
a<b:
c=b
d=a

c=a
d=b

le (0<I) :
r=c%d
c=d
d=r

print ("Le PGCD de a =t b est:"+str(c))

print ("Fin de programme™)

Exécution du programme
On entre a=963 et b=153

'n nul a:",end=" r1)

b-" ’ end‘n L] )
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4.6.

S

Debut de programms

veuillez entrer un entier naturel non nul a: 963
a=963

veuillez entrer un entier naturel non nul b: 153
b=153

Le PGCD de a et b est:5

Fin de programme

PPCM de deux entiers naturels non nuls

a et b sont deux entiers naturels.

Le produit ab est un multiple commun de a et b.

Le plus petit commun multiple de a et b se note PPCM(a;b).

On admet que le plus petit commun multiple de a et b est égal au quotient du produit ab par PGCD(a;b).
Conséquence

Si a’ est le quotient de a par PGCD(a;b) et b’ le quotient de b PGCD(a;b) alors PPCM(a;b)=a’b=ab’.
Géogébra :

Dans la bande de saisie, on utilise I’instruction : ppcm[a,b].

Xcas

Dans I’application arithmétique, on utilise I’instruction : lem(a;b).

Programme Python

brint ('Début de progr
print ("veulllez entrer un
m=input ()
a=int (m)
print("a="+str(a))
print ("veuillez entrer un entier naturel non nul b:",end=" ")
n=input ()
b=int (n)
print ("b="+s3tr (b))
1T a<b:

c=b

d=a

ntier naturel non nul a:",end=" ")

r=d
le (0<r):
r=c%d
c=d
d=r
print("Le PGCD de a =t b est:"+str(c))
k=a//c
p=k*b
print ("Le PPcm de a et b est:"+3tr(p))
print ("Fin de programme™)
Exécution du programme

e B T B e et T Y, T i g T, T o e o e B, i T ] i o o B

Début de programme

veuillez entrer un entier naturel non nul a: %63
a=963

veuillez entrer un entier naturel non nul b: 153
b=153

Le PGCD de a et b est:%

Le PPcm de a et b est:16371

Fin Fe pProgramms

PPCM(963;153)= 16371
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