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1. Définition d’une suite numérique

1.1. Définition

         On nomme suite numérique toute application d’une partie I de N vers R

1.2. Notation

         On lit « u indice n ».

         On note la suite (u n) .

1.3.  exemple

          On peut définir une suite numérique en se donnant le terme général, pour tout entier naturel de I :

          un=g(n) , par exemple I= N et  un=n2+3 n−4

          (Il faut que I soit contenu dans l’ensemble de définition de g).

1.4.  Remarque

          On peut définir une suite numérique en se donnant le premier terme et un procédé (ou un algorithme)

           permettant de calculer un+1  connaissant un  pour tout entier naturel n.

           C’est à dire connaissant u0  et f (un)=u n+1 .

           (Attention à l’ensemble de définition de f).

          Exemple 

          .  u0=1  et pour tout entier naturel n un+1=3 un+4 .

          .  Si on utilise le tableur de Open office, on peut déterminer facilement les premiers termes de la suite

             (u n) .

             On écrit les termes de la suite (u n)  dans la première colonne.

             A1 : 1          B1 : =3*A1+4

             A2 : =B1

            On étire jusque A30 et B30.

            En A30 on aura u29  et en B30 on aura u30 .
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          .  On peut écrire un algorithme pour afficher u30  (sans afficher les 30 premiers termes).
          Variables :                n est un entier naturel
                                             u est un nombre réel
          Initialisation :          u=1
                                            n=0
          Traitement :             Tant que n>30
                                                   n=n+1
                                                  u=u×3+4
                                             Fin Tant que
          Sortie :                       Afficher  u

          .  Programme en Python

          .  On exécute le programme
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1.5. Principe de récurrence ( admis)

Pour démontrer que la propriété de l’entier naturel n : P(n) est vraie pour tout n⩾n0  

( n0 est un entier naturel).

Il suffit de     :  

.  vérifier que P(n0)  est vraie (initialisation).

.  Démontrer que la propriété est héréditaire pour tout entier naturel n supérieur ou égal à  n0 .

   C’est à dire

    On suppose que la propriété P(n)  ( pour n supérieur ou égal à n0 ) est vraie (hypothèse de récurrence)

    et on doit démontrer que P(n+1) est vraie.

1.6. Remarque

 On peut définir une suite numérique en se donnant les deux premiers termes et un procédé ( ou un algorithme )

permettant de calculer un+2  connaissant un+1  et un .

Exemple     :  

u0=0  et u1=1  et pour tout entier naturel n, on a un+2=5 un +1−6 u n .

.  Si on utilise le tableur d’open office.

   A1 : 0          B1 : 1          C1 : =5*B1-6*A1

   A2 : =B1     B2 : =C1

   Puis on étire jusque : A30 ; B30 et C30

   En  A30 on obtient u29

   En  B30 on obtient u30    

   En  C30 on obtient u31
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.  On peut écrire un algorithme pour afficher u30  (sans afficher les 30 premiers termes).

          Variables :            n, u, v et w sont des entiers naturels

           Initialisation :     u=0

                                         v=1

                                         n=0

           Traitement :         Tant que  n< 30

                                                w=5*v-6*u

                                                 u=v

                                                 v=w

                                                 n=n+1

                                         Fin Tant que

          Sortie :                   Afficher u

.  Programme en Python
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. On exécute le progamme

2. Propriétés éventuelles d’une suite

2.1. Suites majorées, minorées, bornées

2.1.a.  On dit que la suite (u n)  est majorée si et seulement s’il existe un nombre réel M tel que pour tout 
           entier naturel n, on ait : un⩽M .
           On dit que M est un majorant de la suite (u n) .  
2.1.b.  On dit que la suite (u n)  est minorée si et seulement s’il existe un nombre réel m tel que pour tout
           entier naturel n, on ait : m⩽un .
           On dit que m est un minorant de la suite (u n) .
2.1.c.  Lorsque la suite (u n)  est minorée et majorée, on dit qu’elle est bornée.
           On a alors pour tout entier naturel n : m⩽un⩽M .
2.1.d.  Exemple

            On considère la suite (u n)  définie pour tout entier naturel n par un=
2 n+3
n+1

.

            un=g(n)  avec g (x )= 2 x+3
x+1

 ( g est définie sur l’intervalle [0;+∞[ ).

           .  On veut démontrer que 2 est un minorant de la suite.   
              Pour cela on détermine le signe de un−2 .

              un−2= 2 n+3
n+1

−2=
2 n+3−2(n+1)

n+1
= 1

n+1

              Pour tout entier naturel n, 
1

n+1
>0 , donc pour tout entier naturel n, un−2>0   ⇔   un>2 .

              2 est un minorant de (u n)  ( 1 ou -2 sont d’autres minorants de la suite).
          .  On veut démontrer que 3 est un majorant de la suite.

             3−un=3− 2 n+3
n+1

=
3(n+1)−2 n−3

n+1
= n

n+1

             Pour tout entier naturel n, 
n

n+1
>0 , donc pour tout entier naturel n, 3−un>0   ⇔   3  >un .

             3 est un majorant de la suite (u n)  ( 4 ou 5 sont d’autres majorants de la suite).
          .  La suite (u n) est donc bornée.

             On pouvait remarquer que pour tout entier naturel n, on avait un=2+ 1
n+1

 et que : 0< 1
n+1

⩽1 .
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          .  Si on construit la représentation graphique de la suite (u n) , c’est à dire l’ensemble des points M i(i ; u i)
             pour tous les entiers naturels i.
             On a un=g(n)  donc les points M i  appartiennent à la représentation graphique de g.
             On construit la représentation graphique pour 0⩽i⩽10 .   

            Tous les points M i  appartiennent à la partie du plan comprise entre les droites d’équations y=2 et y=3.

2.2. Limite d’une suite numérique 

2.2.a.  un=g(n)

        .  Si   lim
x→+∞

g(x )=L   alors   lim
n→+∞

g(n)=L  

           Exemple

           un=
1

2 n+1
     lim

x→+∞

1
2 x+1

= 0  donc  lim
n →+∞

un = 0

       .  si   lim
x→+∞

g(x )=+∞   alors   lim
n→+∞

u n=+∞

          Exemple

          un=n2+n+1           lim
x→+∞

(x2+ x+1)=+∞    donc   lim
n →+∞

un=+∞ .

2.2.b.  Définition

           On nomme suite convergente, toute suite qui admet une limite finie.

           La suite (u n)  converge vers L si et seulement si lim
n →+∞

un=L .

           Exemple

           un=
2 n+3
n+1

          g(x )= 2 x+3
x+1

     lim
x→+∞

g (x )=2      lim
n →+∞

un=2   

           donc la suite (u n)  converge vers2.

2.2.c.  Une suite non convergente est dite divergente.

           Une suite divergente peut admettre pour limite +∞  ou −∞  ou ne pas admettre de limite (exemple :

         (−1)n ).

2.3. Variations d’une suite

2.3.a.  Définitions

           .  On dit que la suite (u n)  est croissante si et seulement si pour tout entier naturel n, on ait : un+1⩾un .

           .  On dit que la suite (u n)  est strictement décroissante si et seulement si pour tout entier naturel n, on   
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              ait : un+1<un                                     

         .  On dit que la suite (u n) est monotone si elle est soit croissante ou soit décroissante.

         .  La suite (u n)  est constante si et seulement si pour tout entier naturel n, on ait :  u +1=un .

2.3.b.  Remarques     :  

        .  Si un=g(n) alors en général pour déterminer les variations de la suite (u n)  il suffit de  déterminer  les

           variations de la fonction g.

        .  Il existe des suites non monotones.

           Exemple : ((−1)n)

        .  Pour étudier les variations de la suite (u n) , on peut déterminer le signe de la différence : un+1−un  pour

           tout entier naturel n.

2.3.c.  Exemple 1     :  

           (u n) est la suite définie par u0=10  et pour tout entier naturel n, un+1=f (u n) = 
1
5

un+10  .

            f (x )= 1
5
x+10  (f est strictement croissante sur R).

            Attention on ne peut pas affirmer que la suite est croissante.

            Pour démontrer que la suite est monotone, on  va démontrer que pour tout entier naturel  n, le signe  de

            (u n+2−u n+1)  est égal au signe de (u n+1−u n) .

            un+2−un +1=f (u n+1)−f (un)=
1
5

un+1+10−(1
5

un+10)=1
5
(u n+1−un)  

            
1
5
>0  donc (u n+2−u n+1)   et   (un +1−un)  sont de même signe.

            On calcule u1=
1
5

u0+10=1
5
×10+10=12

            Conséquence : u1−u0=2  >0

            Raisonnement par récurrence

            On veut démontrer en utilisant le principe  de récurrence que la propriété  P(n) : un+1−un>0  est vraie

            pour tout entier naturel n.

            .  Initialisation

               On a u1−u0>0   donc   u1>u0   et  P(0) est vraie.

            .  Hérédité

               Pour démontrer que la propriété est héréditaire, pour tout entier naturel  n, on suppose que  P(n)  est

               vraie (c’est à dire un+1>un ) et on doit démontrer que P(n+1) est vraie (c’est à dire un+2>un +1 ).

               Si un+1>un   alors   un +1−un>0 , comme un+2−un +1  a  le  même  signe  que  un+1−un   on  obtient    

               un+2−un +1>0   et  un+1>un .

            .  Conclusion

               Le principe de récurrence nous permet d’affirmer que pour tout entier naturel n, on a un+1>un .
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              Donc la suite (u n)  est strictement croissante.

2.3.d.  Exemple 2     :  

           (vn)  est la suite définie par v0=15  et pour tout entier naturel n, vn+1=f (vn)=
1
5

vn+10 .

           Attention la suite (vn)  est distincte de la suite (u n) .

           v1=
1
5
×v0+10=1

5
×15+10=13

           v1−v0<  0    soit   v1<v0

           En utilisant un raisonnement analogue au précédent on démontre que pour tout entier naturel n, vn+1<vn

           Donc la suite (vn)  est strictement décroissante.

2.3.e.  Exemple 3     :  

           (wn)  est la suite définie par w0=12,5  et pour tout entier naturel n, wn +1=f (wn )=
1
5

wn+10 .

           w1=
1
5
×w0+10=1

5
×12,5+10=12,5   donc w1=w0 .

           On peut aussi démontrer en utilisant le principe de récurrence que pour tout entier naturel n, wn +1=wn .

           Donc la suite (wn)  est constante.
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