&3 Meilleur en maths

Exercice 4 6 points

On définit la fonction g sur l'intervalle [0,5;5] par: g(x)=5x—3xIn(x) .

1. Montrer que pour tout X appartenant a [0,5;], g'(x):2—3 In(x).

2. Etudier le signe de g'(x) et en déduire le sens de variation de g sur [0,5;5].

3. En déduire pour quelle valeur X, arrondie au centieme, la fonction g atteint un maximum.

4. Montrer que I'équation g (x):4 admet deux solutionss sur [0,5:5] que 'onnote @ | et & ,.
En donner un encadrement d'amplitude 0,01.

5. Résoudre g(x)>4.
. s __ 3 13 » o
6. Montrer que la fonction G définie sur [0,5;5] par : G(x)——zx In(x)+—=x" est une primitive de g sur

4
l'intervalle [0,5;6].

7. Calculer alors la valeur moyenne de la fonction g sur l'intervalle [0,5;5]. On donnera la valeur arrondie au
millieme.
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CORRECTION

Pour tout nombre réel x de l'intervalle [0,5;6] : g(x)=5x—3xIn(x).
1. g est dérivable sur [0,5;5]
(=3x)=-3 (In(x))=

1
X
g (x)=4-3In"xéi+(=3x)x

=5-31In(x)-3

==

g'(x)=2-31In(x)

WMo
g

2. g(x)=0 & 2-3In(x)=0 < 2=3I(x) < In(x)=

2
x=¢?

g(x)>0 < 2-3In(x)>0 < 2>3In(x) < %>ln(x)

La fonction exponentiele est strictement croissante sur IR.

2
e3>e"W=y
De méme
glx)<0
2
e’<x
On donne le sens de variation de g sur la forme d'un tableau.

X 0.5 es 5

g'(x) + 0 -_

-

2
3. La fonction g atteint un maximum pour , — a3
0

En utilisant la calculatrice on obtient : X, = a 10* prés

4. Pour dresser le tableau de variation de g, on calcule les valeurs aux bornes et le maximum de la fonction g.

(0,5)=5%0,5-3x%0,5xIn(0,5)=2,5-1,5XIn(0,5) = 3,54 a 1072 pres (g(0,5)<4).
2(5)=5x5-3%5x%In(5)=25—-15XIn(5) = a 1072 pres (g(5)<4)
2 2 2 2

g(x,)=5 e’=5¢e’+3¢’Inle’

S

or ln(e3 :%ln(e)=§
2 7 2 2
g(x0)=5e3—3><§e3=3e3 = a 1072 pres

[
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X 0.5 (03]

Lo (85)] 5

a(x) 4
/

9(0.5)

g(zo)

7T \

q(8)

g est continue et strictement croissante sur l'intervalle [0,5;x,] et g (0,5)<4<g(x,) , le théoréme des va-
leurs intermédiaires nous permet d'affirmer qu'il existe une unique solution @ ; al'équation g (x)=4 ap-
partenant a l'intervalle [0,5;x,] .
g est continue et strictement décroissante sur l'intervalle [xo 5let g (x0)>4>g(x ) , le théoréme des va-
leurs intermédiaires nous permet d'affirmer qu'il existe une unique solution @ , al'équation g (x)=4 ap-
partenant a l'intervalle [x,;5].
En utilisant la calculatrice

2(0,5)=3,54

2(0,6)=3,92
(0,62)=3,99

g(3)=5,11
g(3,6)=4,17
2(3,69)=3,997

5. glx)>4
Si 0,5<x<aq,
Si o, SX=<X,
Si xp,sSxsa,
Si a,<x<5
Conclusion

et g(1)=5 donc

et g(0,7)=4,25 donc
et £(0,63)=4,05 donc

et g(4)=4,17  donc
et 2(3,7)=3,98 donc
et 2(3,70)=3,98 donc

0,5<a,<1

0,6<a,<0,7
0,62<0,<0,63

3<a,<4
3,6<0,<3,7
3,69<0,<3,70

alors gx)<g(o,)=4
alors glay)=4<g(x)
alors g(x)>g(a,)=4
alors gla,)=4>g(x)

g(x)>4 siseulementsi o, <x<a,
L'ensemble des solutions de 'inéquation g(x)=4est [a,;a,].

6. Pour tout nombre réel x ce l'intervalle [0,5;5] :

13

G(x)z—ilen(x)+7x2

2

G est dérivable sur [0,5;5]

3
2

G'(x):—3xln(x)—2 X

7. La valeur moyenne de G sur l'intervalle [0,5;5] est m=

(——xz)z——x2x:—3x (ln(x))’Z%

32113

1 5
50,5 (Lg(x)dx

1 B 1 (.75 325 0,75 3,25
m—4,5(G(5) G(0,5)) = 5| 2 In(5)+ Tt In(0,5) =
m=—7—951n(5)+0’751n(0,5)+3211é25

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés

Page 3



&Y Meilleur en maths ES Métropole septembre 2016

En utilisant la calculatrice, on obtient :
m=4,405 3 107 prés.

On propose une figure non demandée (que l'on peut obtenir rapidement sur I'écran de la calculatrice).

A

-
e e e e - T

y
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