Q3 Meilleur en maths

Exercice

Répondre par « oui » ou « non » aux cinq questions suivantes. Les réponses affirmatives seront justifiées
par une démonstration, les autres le seront par un contre-exemple.

1. Soit fune fonction définie sur IR. Si f'est continue en 0, est-elle nécessairement dérivable en 0?

2. Soit fune fonction définie sur IR. Si f'est dérivable en 0, est-elle nécessairement continue en 0?

3. Soit f'une fonction définie et dérivable sur IR telle que /'(0)=0.

La fonction /* admet-elle nécessairement un extremum en 0?

4. Soit fune fonction continue sur [0;1], dérivable sur ]0;1[ et admettant un maximum en 1 sur [0;1].

La fonction f vérifie-t-elle nécessairement la condition f'(1)=0?

(1
5. Soit la fonction définie sur R par f(x)=x’sin|—| s x40 et f0)=0. On donne l'allure de sa
p X

représentation graphique ci-dessous:

a) La fonction f'est-elle continue en 0?
b) La fonction f est-elle dérivable en 0?7
c¢) La fonction /' est-elle continue en 0?
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Correction :

1.
Contre-exemple:
La fonction f (x)=+/x est continue en 0:

lim Vx=v0=0
x—0
La fonction f (x)=+x , car:
f(x)- f() \/; L hmM:Jroo
pour x>0: 0 R donc, w0 -0
1
f est sur ]0;+oo[ . Sur cet intervalle, f'(x)=——
2Vx

Un autre contre- exemnle
f définie sur Rpar f (x)=|x|
f(x)-£(0)_—x-0__

Pour x<0, 0 -0

lim f(x)_f(o):_l

x—0 X—O

x<0

Pour x>0, f(x)—f(O):x—OZI
-0 x—0

L f(0)

x—0 X—O

x>0

Donc le nombre dérivé a gauche est différent du nombre dérivé a droite donc f

2.

Démonstration:

On suppose que la fonction fest dérivable en 0.
i =710

im L1101

Posons ¢(X)=M—f'(0)

lim ()= '(0) £ '(0)=0

Or, f(x)=f(0)=x(db(x)+/"(0))

S (x)=/(0)+x(d(x)+f'(0))
J(x)=/(0)+xd(x)+x/"(0)

Donc liilg f(x)=f(0)+0x0+0x f'(0)=f(0)

Contre-exemple:
On considére la fonction f(x)=x

3

fune fonction définie et dérivable sur R et f’(x)=3x" donc f'(0)=0.

Cependant, f en 0, fest
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4.
Contre-exemple:

On considére la fonction f(x)=—+vVx(1-x)
x —® + o0
¥ _
(1-x) +
x(1-x) —

fune fonction continue sur [0;1], dérivable sur ]0;1[.

-2x+1

Sur 10;1[, /' (X):m
2x+1=0

x=5

x |0

f'™ -

wl N T

S | N=

+

fune fonction continue sur [0;1], dérivable sur ]0;1[ et admettant un maximum en 1 sur [0;1].

Et f

Remarque:

On peut choisir f définie sur Rpar f (x)=x, f'(1)=1

5.
a)

Démonstration:

o1
lim —=4o0
x—=0 X

sinX

lim
X -+

[}
sin| —
X
=0

Donc: lim

x—0

=0 (d'apreés la fiche d'exercices sur la limite des fonctions)
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b)
Démonstration:
h’ sin 1 sin 1
soen-ro "MNn) 1) T
h ok 1
h
sin(l)
or, 1lim —" g
h—0 l
h
Donc, lim f(0+h)—f(0)_0
h—0 h
Donc, la et £'(0)=0
c)
Démonstration:
f(x)=xsin ) si x40

' (x)=2xsin|—|+x*

ool
——2005;
f'(x)=2xsin )—cos(%)

! (1)
sm| —
X
7:0
1
X

Donc: lim xSin(L)ZO
X

><|»—A }<|»—A ><|>—i

lim
x—0

x—0

x—0 X

lim 2xsin(l)=o

1 .
cos ( ;) n'admet pas de limite quand x tend vers 0

Donc f'(x) .Or, f'(0)=0 donc
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