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GMeilleur en maths Compléments a la fonction In. Fonctions
exponentielles. Fonctions puissances.

1. Fonctions composées avec In

1.1. Remarque

u est une fonction numérique définie et strictement positive sur U'intervalle 1.

G G ) PAVIPY S N NS

X ——Pu(x) 4}’ In(u(x))

Inou

x€l, g(x)=In(u(x))=(Inou)(x)

1.2. Théoreme

Siu est une fonction numérique strictement positive et dérivable sur l'intervalle 1
alors g=Inowu est dérivable sur I et:

u'(x)

vxel, g'(x)=(lnou)'(x)= e

4 Démonstration :

(gof)'(x)=g'(f(
(x)

=g X
(Inou)'(x)=In"(u(x))

Or, In’(x)= done ln’(u(x))zu(lx
(ot (x)
(Inou)'(x)= u(x)
4 Exemple :
u(x)=3x"+1

u est dérivable et strictement positive sur R
x€R, g(x)=In(3x’+1)

g'(x)=—2%
3x+1

4 Conséquence :

Le signe de g '(x) est égal au signe de u'(x) .
Donc, get usontles mémes variations sur [,
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Q Meilleur en maths

1.3. Limites

Dans ce qui suit, on peut remplacer X — @ par X > g ouX — g ou X — +0 ou X - —0 ,

a) Si 11?3 u(x)=+oo alors }gr; In(u(x))=+o0 ‘

by si imu(x)=0 ayec u(x)>0 alors lim In(u(x))=—c0 ‘

xX—a

¢) Si lim u(x)=b>0 ‘1132 1n(u(x))=1nb_

x—a

alors

1.4. Exercice

x—2
frars flx)=in| 22
a) Démontrer que f est définie sur 'ensemble |—o0;—3[U]2 ;400 .
b) Calculer sa dérivée et indiquer son sens de variation.

¢) Déterminer les limites de faux bornes de 1'ensemble de définition.

-2
a) X€D, = ;Cc+3 >0
Donc, Df:]—OO;—3[U]2;+OOH
b) u(x):x;2 u est sur | —o00;—=3[ et sur |2;+o0]
x+3° : ’ ’ .
u'(x) 5 x+43 5

Y xeD, ! = = X = 0

€Dy ST T a2 G 2)
fest sur |—o0;—3[ etsur |2;+o[ .
¢) lim x_2=1donc‘ lim f(x):lnlzo‘.

x—o+wo X 3 X —+00

De méme, xlil’_l’io f(X):ll’ll:O i

lim x—2 = 400 donc lim_f(x)z—koo
x—>—3 X+ X ——3

lim 22 =0 donc lim f (x)=—c

x—2" X x =2

Les droites d'équations x=—3 et x=2 sont
un repere orthogonal.
La droite d'équation y=0 est

en +oo eten —oo .

de fdans
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exponentielles. Fonctions puissances.

2. Exposants réels

2.1. Racine n*™

e x€J]0;+m] nelN’
Inx"=nlnx=y < x"=e’=e

nlnx

e x€J]0;+m] nelN’
L'unique nombre réel y strictement positif tel que y"=xse nomme racine n“™ de x et se note :
y="Vx.

n\/}:y = ynzx

or, In("Vx)=Iny

1
etln y"=Ilnx=nlny, donc: lnyzzlnx
n 1

On a donc : In( \/;)=;lnx

.. 1
Ainsi : n\/;:enlnx .

L'unique nombre réel y strictement positif tel que "= x se nomme racine n“"* de x

1 llnx

et se note : y="x/x=x"=e”

2.2. Exposants rationnels

x€]0;+o]| reQ r

Il
SIS

pEZetgeN .

On note :

P 17 1
x'=x1=\x?] =(x")*

P 1\? 1
Inx"=Iln xqzln[(xq) ]zplnxquxllnx=£1n x=rinx
q q

Donc, Inx"=rInx

xE]O,-}-OO[ }"EQ xrzerlnx
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exponentielles. Fonctions puissances.

2.3. Exposants réels

Définition :

x€]0;+o] a€R x*=e*M*

On peut vérifier les propriétés des exposants :
0€R BER x€]0;4+0[ y€]0;+m]

R T =

3. Fonctions exponentielles

3.1. Définition

a est un nombre réel strictement positif et différent de 1.

On nomme fonction exponentielle de base a, la fonction €xp, qui au réel x associe
a'.
exp,: R— ]0;+oo]

x — exp,(x)=a"=e

Pour a=e, on obtient la fonction exponentielle.

xlna

3.2. Propriétés

4 x€R, a>0 et a#l
Ina*=xIna

4 xeR, yeR, a>0et a#1

+
a*'=a"xa’
a.x
g
a

(@) =a”

3.3. Variations

xlna

exp,(x)=a*=e
eXp, est dérivable sur R

xlna__

exp,'(x)=(Ina)e"=(Ina)a"
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Le signe de exp,’(x) est delna .

4 Si 0<a<l alors Ina<0 etexp,’(x)<0
eXp, est sur R

4 Si a>1 alors Ina>0etexp,’'(x)>0
CXp, est sur R

3.4. Limites

xlna

exp,(x)=a"=e

d Si O<a<l1 alorslna<0

- x__ : X __ : xlna __
xlirfooe =—+00 gt xllrflwe =0 Donc, xlirflwe =0

lim xlna=+wx et lim e =4 . Donc, llr,n exma:+oo

X——00 xX— 4o

d Si g>1alors lna>0

lim xIna=+o0 ¢ lim e'=+% popc, lim "=+

x—+0 x—+o X =+
. _ . x_ . xlna__
Xlirzlwxlna— © et lim e =0 popc, lim =0

X——00 X ——0

3.5. Tableaux de variation

O<a<1
X -0 +00
signe de
exp_' (x) -
variation +00

1<a
X - +00
sighe de
, +
expy (X)
variation +00
de expa 0 __/’—'
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3.6. Représentations graphiques

exp,(0)=1
Si 0<a<]1 alors la droite d'équation y=0 est une asvmptote a la courbe C,en +oo .
Si a>1 alors la droite d'équation y=0 est une asymptote 4 la courbe C,en —oo .

Remarque :
M(x;2")ecC, M'(—x;(%)

-

Donc M et M' sont symétriques par rapporta (y'y) .

eC

0=

C,et C% sont symétriques par rapporta (y'y) .
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exponentielles. Fonctions puissances.

4. Fonctions puissances

4.1. Définition

a€lR
o105+ = ]0;40]

alnx

x— fo(x)=x"=¢
Pour a=1, f,(x)=x'=x
Pour =0, f,(x)=x"=e"""=1

iéme

1 .
Pour OL=; (neN’), fl est la fonction racine n

4.2. Fonction dérivée

a#0, f,estdérivable sur |0;+00]
alnx:gealnxzaLa:axa—l
X

f'a(x)=a><l><e
x

4.3. Limites

a) a<0

lim alnx=—o0 4 lim eXZO.Donc, lim x“=0

X—+0 X——0 X — 4w

. _ . X . a_
hm+ alnx=+0o o lim e =+% Donc, 11m+x +o0
x—0 xX— -+ x—=0

La droite d'équation | x=0 |est une asymptote verticale a la courbe représentative de f .
La droite d'équation y=0 est une asymptote horizontale 4 la courbe représentative de f, en +oo .

b) a>0

. _ . x_ . (1:
lim oclnx——l—ooet lim e =4+ . Donc, lim x"=+ow
x—+00 x—+w X —+00

lim aln x=—o0 ot lim ex=O.Donc, lirf){ xa=0‘

x—0" X——om

On peut alors considérer la fonction g, définie sur [0;+oo] par :
gu(x)=0 = M Su(X)=0 et vxe)0i ool , g, (x)=/ulx)

On dit alors que &, est le prolongement de f par continuité en 0.
(On peut étudier la dérivabilité en 0 du prolongement par continuité de f )
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4.4. Tableaux de variation

a<0
X 0 +00
signe de
& () -
variation +00
def, T

a>0
X 0 + o0
sighe de +
o ()
variation +00
de fa 0 '_/‘/'

4.5. Représentations graphiques

fa(l)zla:eoclnlzl

On trace les cas particuliers Cyet C,,puis C_, ; C,et L.
5 C C
-1 2 C1
4
3-
C
2
2-
1
A a
J Co
0 =
0.5 0 05 : 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 6.5 7 75 8
A i

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés Page 9
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5. Croissances comparées

5.1. Fonction logarithme et fonctions puissances en +}

lim Inx=+0 g >0 alors lim x“=+o0
+oo

x—+o© x—
) . Inx
Nous avons déja montré que lim ——=0,
xo+0 X
Inx 1_ Inx“
Inx“=aln x donc, ——=—X—
X a X
. o_ . Inx . Inx
lim x"=+oo et Iim —==0 donc lim _a:()
x—+o x—o+0o X x—+o X
Cas particuliers :
. Inx . Inx
nEIN* llm _n: et hm ——=0
x—+0 X x— o0 \/_x

On dit que les fonctions puissances (d'exposant strictement positif) I'emportent sur la fonction In lorsque x
tend vers +oo .

5.2. Fonction exponentielle et fonctions puissances en +{

On peut démontrer que :

lim —4 =+ avec 0.>0
x—40o X

Cas particuliers :

X X

. ) . e

neIN lim —=+o0 et lim —==+w
x—-+0 X x =400 \/x

On dit que la fonction exponentielle I'emporte sur toutes les fonctions puissances lorsque x tend vers| +oo .
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5.3. Fonction logarithme et fonctions puissances en 0

On vérifie que :

I’lelN* lim x"In x=0

N
x—0

5.4. Fonction exponentielle et fonctions puissances en -§

On vérifie que :

nEIN* lim x"e"'=0

X =40

6. Logarithmes décimaux

6.1. Définition

Inx
In10

log x=

On nomme fonction logarithme décimal, la fonction log, définie sur ]0;-+oo] par :

6.2. Propriétés

4 logl=0et logl0=1

1
4 logest dérivable sur ]0;+oo[, log'(x)= —To

log 10>0 donc la fonction logarithme décimal est strictement croissante sur 10;+00] .

Va€]0;+w] et VhHE]0;+00[

\ log(ab)=log(a)+log(b) \

log (l)z—loga
a

log (%)zloga—logb
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log \/E=%loga

VxR, loga*=xloga
Pour a=10,

logy=x < y=10"

log10"=xlog10=x ‘

6.3. Remarque

Avant l'utilisation des calculatrices en classe, on utilisait les logarithmes décimaux pour des calculs numériques.

Vael0;+of a=xX10"avec x€[1;10[ et meZ

loga=logx+log10"=m+log x
I<x<I10alors 0<log10<1
log x est la mantisse de loga .
m est la caractéristique de loga .
log x étant donné par «une table de logarithmes décimaux », la

Si aadmet 4 chiffres significatifs,
caractéristique m place la virgule parmi les chiffres significatifs.
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