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Q Meilleur en maths
1. Introduction
Le repere est orthonormal donc ['unité d'aire est I'aire du carré dont le c6té est égal a I'unité de longueur.

On considére des courbes représentatives de fonctions positives (simples) sur un intervalle [a;b] (a<b) et
on se propose de calculer l'aire en U.A (unité d'aire) de la partie du plan comprise entre I'axe (x'x) et la courbe
et les droites d'équation : x=aet x=>0.

1.1. Exemple 1

fest une une fonction constante positive sur [a;b].

f@)=f(b) f--------------

A est 1'aire de la partie de plan considérée en U.A (l'aire du carré bleu).

A est 1'aire d'un rectangle dont les longueurs des cotés sont respectivement f (a)et b—a
A= f(a)(b—a) UA

Remarque :
Si fest la fonction nulle sur [ a;b] alors l'aire est nulle : A=0X(b—a)=0U.A

1.2. Exemple 2

fest une fonction constante par morceaux (ou une fonction en escalier) positive sur [a;b] .
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A= f(a)(c—a)+ flc)(d—c)+ f(d)(b—d)U.A

1.3. Exemple 3

fest une fonction affine positive sur [a;b] .

a)

f(b)

On calcule l'aire d'un triangle rectangle dont les longueurs des cotés sont f (b) et (b—a)

ﬂz%f(b)(b—a)U.A
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b)

f(a)

f(b)

On calcule I'aire d'un trapeze rectangle.

A=5(f(@)+1 (b)) (b-a) UA

1.4. Exemple 4

Flx)=V1-+ [a;b]=[-1;1]

:\/l—x2 < y2:1—X2 o X2+y2:1
Y y= 0 y= 0

La courbe est un demi-cercle de centre O et de rayon 1 situé dans le demi-plan situé au-dessus de I'axe (x 'x) .

t—n o

A=TXE T A
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2. Intégrale d'une fonction continue positive sur [a;b]

2.1. Définition

Soit fune fonction définie continue et positive sur l'intervalle [a;b]. On note (C) sa

courbe représentative dans un repere orthonormal.
b
On nomme de la fonction fsur l'intervalle [a;b] et on note f f(x)dx,le

a

nombre réel représentant l'aire, en unités d'aire, de la partie du plan limitée par (C),

l'axe des abscisses et les droites d'équations respectives : x=aet x=5b.

(

2.2. Remarques

b
a) Dans I'écriture f f(x)dx, on peut remplacer x par toute lettre non encore utilisée.

b

[ f(x)dx= }f(t)dtz jf(e)de

a

b) Exemples :

8
4 exemple1: [2dx=2x(8-3)=10U.A
3

1
4 exemple 4 : f Vl—xzdngU.A
-1
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2.3. Relation de Chasles

Si fest une fonction continue positive sur [a;b]etsi c€la;b] alors :

[ f(x)de= ] f(x)dxs [ £(x)dx

|

L
=

2.4. Lien avec la relation d'ordre

Si f et gsont des fonctions continues positives sur [a;b] telles que V x€[a;b]
f(x)<g(x)alors :

j.f(x)dx < j.g(x)dx

E\/Cg
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2.5. Linéarité

Si f et gsont des fonctions continues positives sur [a;b]et o et f deux nombres
réels positifs, on a :

[ (s (x)+pels)dx=a] f(x)dx+p [ glx)dx

2.6. Valeur moyenne

Si f est une fonction continue positive sur [@;b]. On nomme de

b
fsur [a;b]leréel : uzﬁff(x)dx

2.7. Conséquence

L'intégrale de la fonction continue et positive sur [a;b] est l'aire (en U.A) du
rectangle dont les cotés ont pour longueur : b—aet w

car ux(b—a)zj f(x)dx

|
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2.8. Inégalité de la moyenne

Si fest une fonction continue, positive sur [a;b] et m et M deux réels positifs tels que
pour tout x de l'intervalle [a;b] : m<f(x)<M alors :

1
b—a

m=<

jf(x)dst

Preuve :

Pour tout x€[a;b], m< f(x) donc :

fmdx<ff(x)dx

De méme pour M...

3. Intégrale d'une fonction continue sur [a;b]

3.1. Définition

Soit fune fonction continue, négative sur l'intervalle [a;b]. On définit alors
b b
de fsur[a;b] par: ff(x)dx:—‘f (—f(x))dx

La courbe représentative de g=—fsur [a;b]est le symétrique de celle de fpar
rapport a (x'x).

i

—y
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3.2. Remarques

b
a) f /(x)d x est un nombre négatif, on peut parler d'aire algébrique.
b) On peut étendre les propriétés 2.3 ; 2.4.... en considérant les fonctions fet g négatives.
3.3. Cas général

On suppose que f est continue et ne conserve pas une signe constant sur [a;b].

On se place dans le cas ou f change de signe un nombre fini de fois.

—y

On définit alors deux fonctions /" et f~ sur [a;b].
Si f(x)=0alors f*(x)=f(x)et /7 (x)=0
Si f(x)<Oalors f"(x)=0cet £ (x)=—f(x)

fTet f sontdeux fonctions positives ou nulles.

On suppose que ces deux fonctions sont continues sur [a;b] .
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J Cr+
o ? a b
2 A
J o
o ‘I’V a b
3.4. Définition
Soit fune fonction continue sur l'intervalle [a;b]. On définit alors de f

sur [a;b] par : ff dx= ff Jdx—[ f(x)dx

3.5. Propriétés

Si fet gsont des fonctions continues sur l'intervalle [a;b] (a<b)et si o et sont des nombres réels (non
nécessairement positifs) et si c€la;b]alors :

a)

[ r( dx—j"f dx+ff
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b)

Si Vx€la;b] f(x)<g(x)alors: ff fg(x)dx

c) :
J(af(x)+Bg(x))dx= aff dx+6fg
d) :

b

f f(x)d x est la valeur moyenne de f'sur [a;b].

a

e)

Soient m et M deux réels tels que pour tout x de l'intervalle [a;b] : m<f(x)<M alors :

s— <M
msy— { f(x)dx
3.6. Généralisation

Si fest une fonction continue sur un intervalle [ et et si a ;b et ¢ appartiennent a I.

a) Si a=b , on pose ff(x)dsz

b) Si a>b , on pose ff(x)dxz—ff(x)dx

b

¢) (¢ n'appartient pas nécessairement a [a;b])

jf(x)dxz jf(x)dx+ }f(x)dx

4. Primitives d'une fonction continue sur un intervalle

4.1. Définition

Soit fune fonction continue sur l'intervalle I. On nomme de f'sur I toute
fonction F dérivable sur I telle que F'=f.

Exemples
4 f(x)=cosx =R
F(x)=sinx F'(x)=f(x) donc F estune primitive de f'sur R
G(x)=sinx+3 G'(x)=f(x) donc G est aussi une primitive de f'sur R
4 f(x)z% 1=]0;+o0
F(x)=Inx F'(x)=f(x) donc F estune primitive de fsur ]|0;+oo[ .
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4.2. Théoreme

Si fest une fonction continue sur l'intervalle I et si a appartient a I alors la fonction

F définie de I dans Rpar pour tout xde I, F(x f f(t)dzest de f

sur [c'esta dire VxelI F'(x)=f(x).

preuve :
xXo€1; x,fixé. x€l. x#x,

Pour la démonstration, on suppose que f est continue et croissante sur .

j'f(t)dt—T f(t)dt)

On utilise la relation de Chasles :

Flx)=Flx)_

F(x)—F(x ff

x—x, = x— X0 %,

* Si X,<Xalors pour tout ?appartenant a [x05x],0na f (xo)< f(2)<f(x) (car fest croissante sur I)
On pose m=f(x,) et M= f(x)

En utilisant les inégalités de la moyenne, on obtient :

L] /(o)

x xOX

F(x)—=F(x,)

x_.xO

</(x)

clest a dire : f (x,)<

fest continue sur I donc )lcljn f(x)=f(x,)

Xo

d'aprés le théoréme des gendarmes, lim ————— = f'(x,)
- X—X
X=X, 0

* Si X<X;alors pour tout #appartenant a [x;%,],0na fx)<f()<f(x)) (car fest croissante sur I)
On pose m= f(x,) et M= f(x)

En utilisant les inégalités de la moyenne, on obtient :

ff t)de<f(x,)

.X' xOX

F(x)_F(xo)

<f(xo)

cesta dire: f(x)<

fest continue sur I donc im f(x)=1(x)

Xo

. x)—F(x,)
d'apres le théoréme des gendarmes, lim . £(x,)
X=X, — Ao
- Flx)—Fl(x
« Conséquence : lim %:f (x)
X=X 0

Donc, F estdérivable en X, et F'(x,)=f(x,)

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés Page 12



Q Meilleur en maths

4.3. Remarques

a) On admet les résultat suivant.

Toute fonction continue sur un intervalle admet une primitive sur cet intervalle.

b)

Deux primitives d'une méme fonction continue sur le méme intervalle différent d'une
constante.

Preuve :
F et G sont deux primitives de fsur I donc :

Vxel, F'(x)=G'(x)=f(x)

On considére la fonction: d=F—G

d est dérivable sur I,

Vx€l,d'(x)=F'(x)-G'(x)=0

Donc, d est une fonction constante sur I. Il existe un nombre réel & tel que :
Vx€l,F(x)=G(x)+k

Conséquence :
Les primitives de la fonction continue f'sur I sont les fonctions définies sur I par: x |— f f(t)dt+k (k

a

constante réelle).

c)

Il existe d'une fonction continue sur I prenant une valeur
fixée en un point donné de I.

Démonstration :

xo€1 x,donnéet AER A fixé.

On veut démontrer qu'il existe une unique primitive H de f (fonction continue sur I)vérifiant H (xo)=h.

x€l F (x)zf f(t)dt. Festune primitive de fsur I donc les primitives de f'sur I sont les fonctions G

définies sur | p;r G(x)=F(x)+k (avec k constante réelle)
G(x,)=F(x,)+k

Si on veut obtenir G(x,)=A alors :

7»=F(x0)+k donc kzk—F(xO)

H(x)=F(x)+r—F(x,)

H(x)=[ r(0)desn—[ r0)di=f 7 ()den
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4.4. Théoreme

Si f'est une fonction continue sur un intervalle I et si a €1 alors

X

F de fsurlvérifiant F(a)=0 est la fonction définie sur I par F(x)=f f(t)d¢e

a

4.5. Théoréme (calcul intégral)

Si f'est une fonction continue sur un intervalle I et sia€l/etb€l et si G est une

b

primitive de f'sur / alors ff(t)dtZG(b)—G(a) = [G(t)]a

Démonstration :

X

On considere : x€1, F(x)zf f(t)dt
Il existe kER tel que G(x)=F(x)+k
b

G(b)~G(a)=F (b)+k—(F(a)+k)=F(b)~F(a)=[ f(t)dt

a

4.6. Exemples

3
4 j%dr:[lnz]f=1n3—1n1=1n3
1
: 3 11
4 .(]:sintdtz[—cost]g:—cos%—l—cosO:l—525
1 x31 1
4 dyx=|2| ==
fra=[5] -4

5. Recherche de primitives

5.1. Tableau de primitives

En utilisant les résultats sur les fonctions dérivées des fonctions usuelles, on peut établir un tableau de
primitives usuelles en précisant l'intervalle I.
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5.2. Linéarité

1 f(x) F(x)
R 0 ¢ (constante)
R a (constante) ax+c
n * n+1
R x" (neN) te
n+1
]—=0;0[ ou ]0;+o0] x" (n€Z ; n<-2) x"+l+
n+1 ¢
10;+00] x* (a€R\{-1}) -
+c
a+1
]=00;0[ ou JO;+oo] 1 In|x|+c
X
IR e’ e +c
R sinx —cosx+c
R COS X sinx+c
Lk Z+kn| kez =1+tan’x tan x+c
2 2 cos” x
lkm;kn+n| kezZ .1 1+ cotan’x —cotan x+c
sin” x

Si Fet Gsont des primitives de fet gsur un intervalle /et si o€R et BER alors
o F'+B G est une primitive de o f+B gsur 1.

Exemple :

tan’tdt =

oh‘-hl;l
o¢—=.>|,:|

5.3. Théoréme

I et J sont 2 intervalles de IR

4
(tan’t + 1) — 1dt=ftan2t+ 1dt —
0

x

O Sy &2

T

ldt =[tane] = [¢Ji=1-Z

A

f est une fonction définie sur J et u est une fonction définie sur /.

On suppose que u(7)cJ | c'est a dire que pour tout x de I, u(x)EJ.

On peut donc définir la fonction f ou sur /.

I Y% pJ fMR

1 Tou » R
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Si u est dérivable sur /et fcontinue sur J, soit /' une primitive de fsur J alors
G=Fou estune primitive de g=fouXu'surl.

5.4. Conséquences

a)

fest continue sur J ; F une primitive de fsur J.
a€R" bER u(x)=ax+b. Iestun intervalle tel que u(/)cJ
Soit % (x)=f(ax+b) . h est définie sur 7.

H(x)=éF(ax+b), H est de hsur .

Exemple :

I

Calculer 2x+Z\d
{cos( x+o|dx

Pl 3n 1a -1 1

2x + X' =
o 2 2 2 2 2 2

%
f cos(2x+1)dx=llsin
7 2

2 2

b)

u est dérivable sur 7. nelN’

glx)=u"(x)xu’(x)

n+1
G(x)zunT(lx).Gest de gsur 1.

Exemple :

1

Caleuler [ (x*+2x—1)x(2x+2)dx

0

u(x)=x"+2x-1 u'(x)=2x+2

1
f (x*+2x—1)Px(2x+2)dx=
0

c)

u est dérivable sur /. n€Z . n<-2 .
Vx€el, u(x)#0donc u(l)c R"
g(x)=u"(x)xu"(x)
n+1
u"" (x)

= : I.
G(x) 1 G est de gsur

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés
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Exemple :

1
Calculer f (ZX—H dx
0

szrx+1)2
u(x)=x2+x+1 VxeR, u(x)#0
glx)=u"(x)xu’(x)

uil(x): —1
—1 X +x+1

G(x)=

1

-1
O x+1

1
f2xtl I
, 3 3

0 (x2+x+1)2

d)

u'(x)=2x+1

u est dérivable sur /. o€lR . a#0. a#—1.
Vxel, u(x)#0 (u(l)c ]0;+0])
glx)=u"(x)xu'(x)

a+l<x)

u
= . 1.
G(x) | G est de gsur

Exemple :
1 2x dx
Sxt+1

u(x)=x>+1>0 u'(x)=2x

Calculer

1
= dx=[2Vx"+1] ,=2v2-22=0
-1 \/x +1

€)

u est dérivable sur 1.
Vxel, u(x)>0 (u(l)c ]0;+0])

_u'(x)
g(x)— ()

G(x)=In(u(x)) .G est de gsur I.
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0

Calculer f _sz dx

-1 1—x
u(x)=1-x Vxe _71;0] , u(x)>0 u'(x)=—2x
-2
glx)=—22%
I—x

G(x)=In(1-x%)

0

f 1_2x2dx=[ln(1 —xz)]o =1n1—1n§=—1ni
—1 —X

- 4 4
f)
u est dérivable sur /.
g(x)ze”(x)Xu '(x)
G(x)=e"" . G est de gsur 1.
Exemple :

1
Calculer f 2xe" dx
0

2

g(x)=2xe"

1

1 2 2
f 2 xe* dx=[ex]0=e—l
0

5.5. Intégration par parties (désormais hors-programme du programme de TS)

Si fet gsontdérivables sur / etsi f'et g'sontcontinues sur / etsi a€let bel

alors: | f(0xgli)dr=Lr (Oxeg()] = [ £()xg’(e)de

Preuve :
fXgestdérivable sur I et (fXg)'=f'Xg+fXg'
Donc, f'Xg=(fXg)'—fXg'

Les fonctions f'Xg ; (fXg)': fXg'sontcontinues sur I et :
b

[ frioxelde = [ (fxg)(e)de - [ fle)xe()de

a

[ rioxelde =1 (Oxe ] - | £loxg(1)ds

Remarque :

b
Lorsque l'on utilise une intégration par parties pour calculer f f'(t)xg(t)dt, on est amené a calculer

a
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b

f f(t)xg'(t)d(qui doit étre plus simple que la premiére intégrale).

a

5.6. Exemples

a) Calculer flntdt pour x€]0;+00]
1

f()=1 flt)=t

g(t)=Int g'(t)=—

fet gsontdérivables sur |0;+o[ et f'et g'sont continues sur ]0;+oo[ donc :

X

[mede=[exine]] - [ tx%dt
1 1
[nrdi=xnx—1xIn1-[ 1ds
1 1

[ntde=xnx—[s]]
1

JInrdi=xnx—x+1

b) Calculer f tIntd¢pour x€]0;+ 00|
1

1=t f(0)=5

g(t)=Int g'(t)=

fet gsontdérivables sur |0;+o[et f et g'sontcontinues sur |0;+oo[ donc :

><1nt

jtlntdt
1

I

X _x2 X /
!lntdt—Tlnx—{Edt

t\)|N

2 X

I x2 t
Intdt=—Inx—|—
_!n 5 nx 4

1

[ ¥ 1
Intdt==—Inx——+—
'1[ n > nx YRR

6. Remarques

6.1. Positivité de l'intégrale
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I est un intervalle de R f'est une fonction continue sur /. a et b sont deux nombres

b
réels de 7. Si a<b etsipourtout xde [a;b], f(x)=0 alors ff(x)deO.

Preuve :
b b
0<f(x)donc dexSf f(x)dx

Donc :

6.2. Calculs d'aires

a) Unité d'aire

Si (0;i, ) est un repére orthogonal non orthonormé alors l'unité d'aire est égale a ||i]|x|j|| -

b) Fonction positive

I estun un intervallede R a€1 ; b€l a<b
fest continue et positive sur [a;b].

L'aire en U.A de la partie de plan limitée par la courbe représentative (C) de fdans le repére orthogonal
b

(0:i,7), 'axe des abscisses et les droites d'équations respectives x=a et x=b est f f(x)dx.

a

Exemple :
1=10:+00] f(x>=§ la3b]=[1;3]

lil]=1cm et |[j|}=2cm
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1UA=1x2=2cm’

(©)

L'aire en U.A de la partie du plan comprise entre (C), (x'x) et les droites d'équations : x=1 et x=3est :

3
A =f % dx (car festcontinue et positive sur [1;3])
1

3 3
1 1 1 2
—dx=|-—|=—2+1=%
J;xz ¥ [ xll 3 3
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2
A=-UA
3

2 4
C'est a dire que l'aire de cette partie de plan est égale a EX 2=§ encm’ .

c¢) Fonction négative
Iestununintervallede R a€1 ; b€l a<b
fest continue et négative sur [a;b] .

L'aire en U.A de la partie de plan limitée par la courbe représentative (C) de fdans le repére orthogonal
b

(0 0, }) , I'axe des abscisses et les droites d'équations respectives x=a et x=>b est —_f f(x)dx.

a

Exemple :
1=]0;+00| f(x)=—— [a;b]=[1;4]

lill=1cmet ||j|=2cm

1UA=1Xx2=2cm’
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U.A.

l

fest continue et négative sur [1;4] .

L'aire en U.A de la partie de plan limitée par la courbe représentative (C) de fdans le repére orthogonal
4

-+ - . . . . . 1
(0;i, ), I'axe des abscisses et les droites d'équations respectives x=1 et x=4 est A= —f ——dx.
X

1
1R P 4
A=—[ —=dx=[=dx=[lnx|j=In4—In1=m4UA4
X 1 X

C'est a dire 1'aire est égale & 2XIn 4=In4*=In16en cm’

d) Aire de la partie du plan comprise entre 2 courbes

I est un un intervalle de R a€1 ; b€l a<b
fet g sont continues sur [a;b].
Si pour tout x appartenant 2 [a;b] f(x)<g(x)alors l'aire en U.A de la partie de plan comprise entre les 2

courbes représentatives de f et g dans le repére orthogonal (O,z}) , I'axe des abscisses et et les droites
b

d'équations respectives x=a et x=b est Azf (g(x)—f(x))dx.

a

Exemple :
f(x)=r1- glx)=x+1 [ab]=[1:8]
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9_

glx)=f(x)=

1

X

Pour tout xde [1;8], g(x)— f (x)>0 donc, l'aire en U.A de la partie de plan comprise entre les 2 courbes

représentatives de f et g dans le repére orthogonal (O;i, j), l'axe des abscisses et les droites d'équations
8

respectives x=1 et x=38 est A=f (g(x)—f(x))dx.

1

8
A=/ (g dxf dx—[lnx]l—lnS—lnl—lnSUA
1

Remarque :
On ne considere pas le signe de f(x) ou le signe de g(x) mais le signe de g(x)—f(x) .
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