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1. Définitions

1.1. Limite finie a l'infini

Soit fune fonction définie sur un intervalle de la forme |a;+[, ot @ est un nombre

réel, et soit / un nombre réel.
lim f(x)=I

x—+oo

On dit que f'a pour [ lorsque x tend vers +oo et on note

lorsque, pour tout intervalle ouvert / centré sur /, il existe un réel X, tel que, si X=X,
alors f (x)e I.

f il : y="{
R
Ly
Si lim f (x)=l , alors la droite d’équation y =/ est de f

x—+00

(au voisinage de +o0).

1.2. Limite +c0 en +o0

Soit fune fonction définie sur un intervalle de la forme |a;+oo[, ot @ est un nombre

réel.
On dit que f'a pour +00 lorsque x tend vers +oo et on note xlirfw S (x) =+ ‘

lorsque, pour tout intervalle de la forme [A4;+o[ ou A4 est un nombre réel, il existe un
réel X, tel que, si X=x,, alors f (x)e [ A4,+oo[ .
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Soit f'une fonction définie sur un intervalle de la forme [0;+oo[, et soient a et b deux
réels tels que a#0 .
gj lim (f(x)=(ax+b))=0 ’

x—+o

on dit que la droite d’équation y=ax+best une

a la courbe de f(au voisinage de +o).

Cs y=azr+b

Remarque :
Les définitions précédentes sont a adapter lorsque x tend vers —oo , et pour des limites égales a —oo au lieu de +
Q0.

1.3. Limite infinie en un réel a

Soit fune fonction définie sur un intervalle de la forme |a;b]ou(c;al,oua,bet ¢

sont des nombres réels.

Si f(x) prend des valeurs aussi grandes que I’on veut a condition de choisir x
tTlim (x)=+o

xX—a

suffisamment proche de a , on écri

a ! ' /‘ a
Remarque :
Soit / un intervalle et @ un élément de /. Si fest définie sur / —{a}, on distingue deux limites en a :
lim f(x) .. . . ) ) lim f(x) . . . )
xoa (limite a droite de a , figure de gauche ci-dessus) et -4 (limite a gauche de a, figure de droite
ci-dessus).
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Exemple:
. . lim f(x)=—c0 lim f(x)=+w
Sur le graphique ci-apres, x—a et xa

x<a x>a

Soit fune fonction définie sur un intervalle de la forme |a;b]ou[c;al,oua,bet c
sont des nombres réels.
gj lim f(x)=+0wou—oo

x—a

2 la courbe de fau voisinage de a .

,alors la droite d’équation x=a est une asvmptote verticale

Remarque :
Il convient d’adapter la définition précédente pour une limite a gauche de a , ou a droite de a .

2. Régles opératoires sur les limites

2.1. Limites usuelles

Soit » un entier naturel non nul.

lim x"=+00 o lim x"=] TSt nestpair
x—+w X >+ —O()S]nestlmpalr

La limite a Pinfini d’une fonction polynome est égale a la limite a4 ’infini de son
terme de plus haut degré.

lim Vx=+4o

X—+00

Soit # un entier naturel non nul.

lim —=0 ¢ lim -=0

n
x—+wo X X——w X
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x =0 Xn

.1 .

lim —=+w ot lim —
x—0 xn

x>0 x<0

Soit n un entier naturel non nul.
1 _| 4oosi nest pair

—oosinest impair

2.2. Opérations sur les limites de fonctions

Dans tout ce qui suit, a désigne un nombre réel, + o ou —oo . FI signifie
n’y a pas de régle pour la limite étudiée.

4 Limite d'une somme de fonctions

, ¢’est-a-dire qu’il

Sj }EE f(x)= / / [ +00 -00 +00
Si 11_r)13 g(x)= [ +00 -00 00 -00 -00
Alors lgn (fx)+g(x))= | I+I" | +oo ~00 +oo ~00 FI
4 Limite d'un produit de deux fonctions
Si }gn f(x)= I [ 1>0] 1>0| I<0| I<0| 400 | 400 | 00 | 0
Si 11_{13 g(x)= I’ 00 -00 400 -00 00 -00 -00 +oo
Alors [l"] 40 | -00 | -0 | 400 | +00 | -0 | 400 | FI
lim ( f (x)xg(x))=
4 Limite de I'inverse d'une fonction
gj lim f (x)= [#0 +00 -00 0" (en restant | O (en restant
T positive) négative)
. 1 1 0 0 +00 -00
Alors lim ——= -
o f(x) !
4 Limite du quotient de deux fonctions
gj lim f(x)= [ [>00u| [>00u| [<Oou| I[<Oou| [#0 +00 0
oa +00 +o00 -00 -00
gj lim g(x)= I'#0 | 0O 0 0* 0 +00 +00 0
[, - - FI FI
Alors lim(f(x))z ; +00 00 00 +00 0
a | g(x)
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2.2. Limite d'une fonction composée

u et v sont deux fonctions telles que vou: x —> u(x) — vou(x).

a , b et ¢ désignent des nombres réels, ou + oo, ou —oo .
Si 11m u(x)= bet31hm v(x)=c _ alors lim vou(x)=c
Exemple :

Pour étudier hm \/x +1 | on étudie d’abord hm X+ 1=+oo (terme de plus haut degré). Ensuite, on pose

X=x"+1.
Puisque 1M VX =+o0 ,on en déduit que 1Im Vx? +1=+4w

X—+o0 X——00

3. Théorémes de comparaison des limites, théoréme des gendarmes

3.1. Théoréme de comparaison des limites

Dans tout ce qui suit, f, u et v sont des fonctions définies sur un intervalle ouvert /, et a est une borne de / .

lim u(x)=+o0

xX—a

Si, pour toutxappartenant al, u(x)<f(x), et si alors

lim f(x)=+

xX—a

Démonstration :
Dans le cas ou a=+oo,

Soit un intervalle de la forme [ 4;+00[ , ot 4 est un nombre réel.
On sait que xliIPw u(x)=
a-dire A<u(x) .

On sait également que pour toutx e I,u(x)<f(x). On en déduit que, pour tout X=>x,, A<u(x)<f(x),eton
retient que A< f'(x) , soit f (x)e [4;+oo] .

Ceci étant valable que que soit I’intervalle [ 4;+oo[ , on vient de démontrer que xlier f(x)

T2 donc il existe un réel X, tel que, pour tout réel x=>x,, ona u(x)e [ A;+0[, c’est-

=+ o0

Si, pour toutxappartenant arl, f(x)<v(x), et si }Cifz"<x):_°o, alors
lim f (x)=—o0
Exemple :

Soit fla fonction définie sur R par f (x)=sin(x)—x. Pour tout réel x, on sait que sin(x)<1I donc
sin(x)—x<1—x
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lim 1—x=—

Xx— -+

lim sin(x)—x=—o0

xX—+o0

Comme © on en déduit que

3.2. Théoréeme des gendarmes

Si, pour tout x appartenant a 7, u(x)<f(x)<v(x), et si 1m u(x)=lim v(x):l,

avec /€ R alors 1112 f(x)zl'

Démonstration :
Dans le cas ou a=+oo.

Soit un intervalle ouvert 7 centré en / , donc de la forme |a; B[ avec / le centre de I .

On sait que xlirfw u (x ):l , donc il existe un réel X, tel que, pour tout réel X=X, , on a u (x)e I, c’est-a-dire :
a<u(x)<p.
On sait que xliTw v(x ) =1 , donc il existe un réel X, tel que, pour tout réel X=X, , on a v(x) e [, ¢’est-a-dire :
a<v(x)<p.

On pose X, le plus grand des deux réels x, et X, .
On sait également que pour tout x€ 1, u (x)< f(x)<v(x).On en déduit que, pour tout X=X, ,
a<u(x)< f(x)<v(x)<p, eton retient que a< f (x)< S, soit £ (x)e I.

Ceci étant valable que que soit I’intervalle ouvert / centré en / , on vient de démontrer que 1M ./ (x)=t

x—+w

Exemple :
2 x+si
Soit f'la fonction définie sur ]1;+oo[ par f (x):xx%ri(x)
Pour tout x€ ] 1;+00[ ,2x—1<2x+sin(x)<2x+1 .
2x—1 2x+1
i - < <

Donc, puisque x —1>0, 1 f(x) 1

. — . +1
On a de plus lim 201 iy 223+,

x—+wo X x—+w x—1

2 x+sin(x)

donc d’aprés le théoréme des gendarmes, lim =2.

xX— 4o X—l

Remarque :
Il existe une autre version du théoréme des gendarmes.

Si, pour tout x appartenanta I, |f(x)—I/|<u(x) ,avecle R etsi }Ciig”(x)zo

lim f(x)=1

xX—a

alors
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Démonstration :
On rappelle que, pour tout réel x et tout réel positif 7, |x|<r « —r<x<r.

On sait que pour tout x appartenanta /,
|/ (x)=1|<u(x), soit encore —u(x)< f(x)—I<u(x).

Ona }leal —u(x ):lxiina u(x)=0 donc, d’aprés le premier énoncé du théoréme des gendarmes,
d’oy Im f(x)=I

3.3. Inégalités et limites

On admet la propriété suivante :

Soient fet g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert /, et soit ¢ une borne de
lim f(x)zleRet

xX—a

I. Si, pour toutx appartenant a/, f(x)<g(x) , Sl si

lim g(x)=I"€R qjors 1<,

xX—a

lim f(x)—1=0
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