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@ Meilleur en maths

1. Limite d'une suite

1.1. Limite infinie

a) Définitions

On dit que la suite (u,) admet si et seulement si, pour tout nombre réel

A, tous les termes de la suite sont supérieur a A a partir d'un certain rang.

Il existe donc un entier 7, tel que, pour tout entier naturel n, supérieur ou égal an,, on aitu,>A4
(u,€ld;+x]) .

lim u,=+o0

n— +o

On note

On dit que la suite (u ,,) admet si et seulement si, pour tout nombre réel

A, tous les termes de la suite sont inférieur a A a partir d'un certain rang.

Il existe donc un entier 7, tel que, pour tout entier naturel n, supérieur ou égal an,, on aitu,<A4
(u,€]-00; 4[) .

lim u,=—o0

On note
n— +ow

b) Exemples

lim u,=+o0

-+

4 wu,=3n+2 On veut démontrer que

Soit A un nombre réel.

u,>A4 < 3n+2>4 = n>——

3
A-2 , : : .
3 est un nombre réel donc compris entre 2 entiers consécutifs.
E A2 <A_2<E A2 +1
3 3 3
E ; ) est la partie entiére de ;

2

On choisitn():E(AT_ +1

Si, n=ngalors u,> A et donc nlirfw u,=+ow
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lim u,=—c0

2 7
4 u,=—n".On veut démontrer que "~

Soit 4 un nombre réel.

—nt<A

Si A>0, il suffit de choisir 7,=1 . Si, n=n,alors u,<A4

Si A<Oalors A=—B avec B>0 (B=|4|)

uU,<A o —n?<A4 = —n?*<—B = p*>B = n>VBcar la fonction carrée est strictement croissante sur
[0;+00]

E(N—A4)<VB=V—-A<E(V-4)+1

On choisit n0=E(—\/Z)+1

Sin=n,alors u,<A
lim u,=—o0

n—+ow

Donc,

c) Algorithmes

4 u,=3nt2,
lim u,=+o0

n— +ow

Pour un réel 4 , on souhaite déterminer le rang a partir duquel u,> 4

On construit un algorithme permettant de résoudre ce programme. Programmer, puis déterminer le rang a partir
duquel u,>1000 ,

Avec Algobox :

°© & H b

Nouveau Ouvrir Sauver Tester

Présentation de I'algorithme

ALcoBOX : SANSTITRE B

CODE DE L'ALGORITHME :

Code de I'algerithme

H ) VARIABLES 3
¥ VARIABLES [ [EE] Modifier Ligne ] 2 A EST_DU_TYPE NOMERE
| tA EST_DU_TYPE NOMERE 3 e T e NE e
N EST_DU_TYPE NOMBRE [ = Supprimer Ligne/Bloc ] TN
¥ DEBUT_ALGORITHME 4 DEBUT ALGORITHME
AFFICHER "Entrer A" 'HER " ol
LIRE A - Pour utiliser une variable. il faut = 3 AFFIC Entres B k|
N PREND LA WALEUR 0 d'abord la déclarer (bouten "Déclarer F (3 LIRE &
b nouvelle variable")
¥ TANT_GUE (3%N-+2-<A) FAIRE - Pour ajouter un nouvel élément & 3 ! EERERDE N Sh R
DEBUT_TANT_QUE I'algerithme. il faut d'abord insérer une |
= i - 8 TANT QUE (3*N+2<A) FAIRE
EN PREND_LA VALEUR N+1 nouvelle ligne {(bouten "Nouvelle Ligne”), = ! !
FIN_TANT_QUE puis cliquer sur un des boutons [ | g9 DEBUT_TANT QUE
AFFICHER N disponibles dans le panneau "Ajouter - 10 N PREND La VALEUR N+1
FIN_ALGORITHME S
Jr Tester Algorithme ] 11 FIN_TENT QUE
12 AFFICHER N i
[] Nouvelle Ligne I Résultats [ Lancer algorithme

[] Mode pas 4 pas

Opérations standards | Utiliser une fonction numérique | Dessiner dans un repére | P Continuer
= Déclarer nouvelle variable = Ajouter AFFICHER Variable ¢ Ajouter SI.__ALORS Pause © Arréter

< Ajouter LIRE variable = Ajouter AFFICHER Message < Ajouter POUR DE_A| Commentaire

Fermer

== AFFECTER valeur & variable == Ajouter TANT QUE

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés Page 3



&Y Meilleur en maths Limite d'une suite.
Suites convergentes.

Avec une calculatrice T1 :

[FROGRAM: HS
s G3H

2
d u,=—n

lim u,=—o0

n— oo

Pour un réel 4 , on souhaite déterminer le rang a partir duquel ¥, <4 ;

On construit un algorithme permettant de résoudre ce programme. Programmer, puis déterminer le rang a partir
duquel u,<—100 ,

Avec Algobox :

¥ AlgoBox 0.5 [modifié] : sanstitre W M TR W L ™ L= eS|
Fichier Edition Tutoriel Affichage  Aide = —
= M AlgoBox Test - » B
© & W b B L o
Nouveau Ouvrir Sauver Tester
~
Présentation de I'algorithme ArcoBoxX : SANSTITRE F
CODE DE L' ALGORITHME :
| 1 VARIABLES
Code de I'algorithme 2 A EST_DU_TYPE NOMBRE E
|
3 N EST_DU_TYPE NOMERE
¥ VARIABLES [ [IE] Modifier Ligne l i |
| A EST_DU_TYPE NOMERE 4 DEBUT_ALGORITHME I
N EST_DU_TYPE NOMBRE [ = Supprimer Ligne/Bloc ] il |5 N PREND LA VALEUR 0
¥ DEBUT_ALGORITHME i .
N PREND_LA_VALEUR 0 [ AFFICHER "Entrer A:
AFFICHER "Entrer A" - Pour utiliser une variable. il faut - |
| i dabord la déclarer (bouton "Déclarer [ i LIRE 2 L
" —N¥]
v TN e (e e e e B s
| DEBUT_TANT_QUE I'algorithme. il faut d'abord insérer une I ! LIEE TR K
N PREND_LA WALEUR N+1 nouvelle ligne (bouton "Nouvelle Ligne"). | 10 N PREND LA VALEUR N+1 i
FIN_TANT_QUE puis cliguer sur un des boutons i |
AFFICHER N disponibles dans le panneau "Ajouter - 11 FIN TANT QUE
FIN_ALGORITHME 12 AFFICHER N
l P Tester Algorithme l
L EE] FIN_ALGORITHME
Nouvelle Ligne REsultats i
l ] l =U [ Lancer Algerithme
S hntel il iat [] Mode pas 3 pas |
Opérations standards | Utiliser une fonction numérigue | Dessiner dans un repére ‘ =
P Continuer
= Déclarer nouvelle variable = Ajouter AFFICHER Variable = Ajouter SI.__.ALORS Pause © Arerer
ok Ajouter LIRE variable = Ajouter AFFICHER Message| | [ ajouter POUR._DE...A| | (COMmentaire
4 AFFECTER valeur & variable o Ajouter TANT QUE
]

Avec une calculatrice T1 :

[FROGRAM: SUTTE
: B+N IIHII

1.2. Suites convergentes

a) Définitions

[ est un nombre réel.

On dit que la suite (u,) admet pour limite / si et seulement si, pour tout intervalle

ouvert /, contenant /, contient tous les termes de la suite a partir d'un certain rang.
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lim u, =/
Onnote “% “»
On dit alors que la suite (u,) et que la suite (u,) est une
On nomme toute suite non convergente.

b) Interprétation graphique sur un exemple

1.3. Proposition

Si une suite admet une limite alors celle-ci est

Ce résultat est admis.

1.4. Remarques

a) Il existe des suites n'admettant pas de limite. Par exemple : u,=(—1)".

Les termes de rangs pairs sont égaux a 1 et les termes de rangs impairs sont égaux a -1.

Conséquence :
Une est une suite admettant ou n'admettant
b)
a4 Siu,=f(n) (pour tout entier naturel n)et si fadmet/ pour limite en +oo alors la suite (u,) converge
vers / .
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Exemple :

flx)=3-——

x+1°

fest définie sur [0;+o] et xlim (x)=3

-+

Donc, la suite (u,,) converge vers 3.

4 Siu,=f(n) (pour tout entier naturel n)et si fadmet +c0 ou —oo pour limite en +oo alors ’11_1210 U, =+
lim u,=—oc0

n— +ow

ou

Exemple :

u,=4n"-2

f(x)=4x"-2

fest définie sur [0;+] et xlier f(x)=+w donc nlirfw u,=+oo

Attention, si f'n'admet pas de limite en +o0 alors on ne peut pas conclure pour la limite de la suite (u,) .

Exemple :

f(x)=sin(mx)

fest définie sur [0;+0] et fn'admet pas de limite en +oo .
u,=f(n)=sin(nn)=0

lim u,=0

n— +ow

(u,,) est la suite constante nulle :

2. Limite et comparaison

2.1. Premier théoréeme de comparaison

(un) et (Vn) deux suites.

lim u, =+ 45 lim v, =+

n— +o0 n— +o

Si a partir d'un certain rang v, =>u,, et si

Démonstration : La démonstration peut étre 1'objet d'une restitution organisée des connaissances au

baccalauréat.
A partir d'un certain rang v, =>u,, , c'est a dire qu'il existe un entier naturel N tel que si n=N alors v,=>u,, .

lim u,

=0 , donc il existe un entier 7, tel que :
n— 4o

Soit A un nombre réel. On sait que
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Sin=n,alors u,> A4 .
On pose N, le plus grand des entiers naturels'=liet 71, (on note : No=max(N;n,) ou Ny=Sup (N ;n,))

Si,n=>N,alors v,>u, et u,>A donc v,>A et 1M v,=0

n— +ow

2.2. Deuxieme théoreme de comparaison

(un) et (V,,) deux suites.

Si 4 partir d'un certain rang v, <u, et si 1M #,=—=%0 glgpg lim v, =—c0
n— +o0o n— +ow

La démonstration est analogue a la précédente.

2.3. Théoréme des gendarmes

(Mn); (Vn); (W,,) sont trois suites. / est un nombre réel.

Si a partir d'un certain rang, u,<V,<W, et si lim w,=lim w, =l ;16506 (v,) est

n— +oo n—+o

Démonstration :

A partir dun certain rang #,<Vv,Sw, | c'est a dire qu'il existe un entier naturel N tel que si n=N alors
u,sv,sSw, .
Soit / un intervalle ouvert contenant /.

lim u,=1 4onc il existe un entier naturel 7, tel que : sin=nyalors u, €1

n— 4w

lim w,

n— 4w

=1 donc il existe un entier naturel 7 ‘o tel que : sin=n'jalors w,€1

On pose N le plus grand des entiers naturels N ;n;n’,

Si,n>N alors et u,<v,<w, ;u,€I ;w,€ldonc [u,;w,]OL

Et v,€1 donc nlim v,=1l

— +o0

3. Opérations sur les limites
Les régles opératoires sur les limites de suites sont les mémes que celles pour les limites de fonctions.

3.1. Limite d'une somme de suites
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Limite d'une suite.
Suites convergentes.

limite de (u,) l l l +o00 —00 +o0
limite de (v,) 4 “+oo —00 +o00 —00 —00
- forme
limite de (u,+v,)) I+1U'| +oo | —o0 100 | = | dsterminge
3.2. Limite d'un produit de suites
limite de (u ) l >0 1>0|1l<0| Il<0O| 400 | 400 | —00 0
—+oo
limite de (v,) 4 —+o00o —00 —+o0 —00 —+o0 —00 —00 ou
—o0
el R R Rl Bl B e B B e
3.3. Limite de l'inverse d'une suite
0 0
limite de u | l#0| +oo —o0 (en restant (en restant
positive) négative)
. 1 1
limite de (—) - 0 0 +o00 —oco
u’ﬂ l
3.3. Limite du quotient de deux suites
I>0|1>0]|1<0|1<0 too
limite de (u_) 1 ou ou ou ou 1 ou 0
+o© | +oco —oco | —oo —o0
0 0 0 0 +oo +oo
limite de (v,,) U'#£0 ou ou 0
v,>0 v,<0 v,>0 v, <0 —00 —00
i Un l _ forme forme
limite de (—) - 400 oo | —oco | 400 0
Un 4 indéterminée | indéterminée
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4. Cas particuliers

4.1. Suites arithmétiques

a) Rappel

(u,) est la suite arithmétique de premier terme Y, et de raison » donc pour tout entier

n:

‘un+1=un+r‘et u,=u,+nr

b) Limite d'une suite arithmétique

4 Sir-0alors lm u,=+o0

n— +ow

4 Sir<0alors lm u,=—c0

n—+ow

4 Sir=0alors nljlfw Up= o

Remarque :

Pour =0, (un) est la suite constante égale a u,, .

Les seules suites arithmétiques convergentes sont les suites constantes (de raison 0).

4.2. Suites géométriques

a) Rappel

(u,) est 1a suite géométrique de premier terme U, et de raison g donc pour tout entier

n:
U, 1=4qu, et un:uoqn

b) Théoreme

Si g>1 alors nlifgo q"=+o0

Démonstration :

La démonstration peut étre 1'objet d'une restitution organisée des connaissances au baccalauréat.
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Onposea=qg—1>0

g=a+1avec a>0

Nous avons démontré dans la lecon 1 (par un raisonnement par récurrence) que pour tout entier naturel n,
(1+a)'>14na

or, lim (14na)=+o0

n— +ow

En utilisant le théoréme de comparaison, on peut conclure que nlim (1+a)'=+0 it nlim q'=+o

— +o0 — +o0

b) Conséquence

Si alors niffw q"=0

Si alors nlifflw q'=1

Si alors nlirfw q"=0

Si alors nllTw q"=0

Si alors (¢") n'admet pas de limite.

Si alors (¢") n'admet pas de limite.
Démonstration

4 Si0<g<l

1
Onposeq'=g>1 _

: m n 1 . n
lim g" =+ ¢t ¢ =— donc lim ¢"=0

n— +ow n—+w
4 Si —1<g<0

qg=—q'avecq'>0
q"=(—q")"=(-1)"¢q"

et _q,n<qn<q 17
Or,0<g'<1donc lim ¢"=0

Le théoréme des gendarmes permet de conclure que nlifflw q"=0
4 Sig<—1

q=—q'avecq'>1

Si n est pair alors ¢"=¢g "

Si n est impair alors g"=—¢g "
Donc, (¢")n'admet pas de limite.
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d) Limite d'une suite géométrique

u,=u,q" (on suppose #,#0)

lim u, =+

n— +o

Sig=1 et u,>0 alors

Sig>1 et u,<O0 alors lim u,=—co

n— +ow

PR lim u,=u
Sig=1 alors “%  “n— %0

lim u,=0

n— +oo

Si-1<g<1 alors

Si-g=-1 alors la suite (u,,) n'admet pas de limite.

e) Remarque

—-1<g<l1
S, =u,+...tu,_,
S,,Zuol_q
1—g
. n Uu
Or, lim ¢"=0 donc lim §,=—"
n— +o o 400 l_q

5. Suites monotones

5.1. Théorémes

Toute suite croissante et majorée est convergente.

Toute suite décroissante et minorée est convergente.

On admet ces résultats.

5.2. Propositions

. . . ., lim u =4+
Si (u,) est une suite croissante ef non majorée alors . " .

Démonstration :

Soit 4 un nombre réel.

(u,) n'est pas majorée donc il existe un entier naturel 7, tel que %, >4 .

(u,,> est croissante donc pour tout entier naturel ou égal a 7y, on a4, >u, >4
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lim u,=+oc0

DOI]C, n— +ow
. . lim u =—o0
Si (#,) est une suite alors .., " )
Démonstration :

La démonstration est analogue.

Si (u,) est une suite donc convergente alors sa limite / est un

majorant de la suite, c'est a dire pour tout entier naturel n : u,</

Démonstration :

On effectue un raisonnement par l'absurde.
On suppose qu'il existe un entier naturel N tel que uy >/ .
(un) est croissante, donc pour tout entier naturel # supérieur ou égal A N, ona u,>uy>1
On considére l'intervalle ouvert I =]/—1;u,| contenant .
On n'a pas tous les termes de (u,) appartenant a / a partir d'un certain rang puisque tous les termes de la suite
de rang supérieur ou égal a N sont a I'extérieur de /.
Donc, si on suppose I'existence de N , on démontre que la suite ne converge pas vers /.

I n'existe pas d'entier naturel N et / est donc un majorant de (u,) .

Si (u,,) est une suite donc convergente alors sa limite / est un

minorant de la suite, c'est & dire pour tout entier naturel n : u,>!/

Démonstration :

La démonstration est analogue.
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