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1. Généralités

1.1. Rappel

La fonction exponentielle est une bijection de R vers ]0;+oo[ .

EXP:IR- ]0;+o]
x> y=EXP(x)=e"

Pour tout m€]0;+oo[ , il existe x unique réel tel que e =m

L'application réciproque de EXP est l'application qui a tout élément m de ]0;+oo[ associe son unique

antécédent x de IR.

EXP':10;+o[ R
m+— x=EXP'(x)

1.2. Définition

exponentielle, on note cette fonction In
In:J0;+o[ 5 IR

x+— y=In(x)

Pour x€]0;+00[ | y=In(x) = x=¢’

On nomme la fonction réciproque de la fonction

1.3. Conséquences

Pour tout x€]0;+ o[, "=y
Pour tout x€R ,ln(ex)=x‘
e’=1 = In(1)=0
e'=e = In(e)=1
1.4. Dérivée
] On admet que In est dérivable sur ]0;+oo[ .

Pour tout x€]0;+ o[ , "*=
Donc, ¢™'xIn "(x)=1
1

Donc, xXIn'(x)=

1
Done, In'(x)=—
X
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a4

1
Pour tout x€]0;+00[ , In '(x):; .

La fonction logarithme népérien est sur |0;+oo[et:

1.5. Propriétés

1
4 Pour tout x€]0;+ oo , ;>0 donc In est sur ]0;+oo[ .
4 In(1)=0
Dongc, si 0<x<1 alors In(x)<In(1)=0
si I<xalors In(1)=0<In(x)
X 0 1 +00
Signe B 0
de Ln (x) :

d In(e)=1
Donc, si 0 <x<ealors In(x)<In(e)=1
sie<xalors In(e)=1<In(x)

4 0<a<b < In(a)<In(b)

4 0<a=b < In(a)=In(b)

1.6. Exercices

a) Déterminer les ensembles de définition des fonctions suivantes:

fix—1n(x) g:x—In(-2x+4)

xXe @f = x2>0 = x#0
Yp=1-0;0[0]0;+0x]

XEY, » —2x+4>0 « 2>x
@f.=]—oo;2[
b) x€]0;+o00[ . Déterminer le signe de u(x)=In(x)-2.

2=In(e’)

u(x)>0 = In(x)—In(e’)>0 = In(x)>In(e’) = x>¢ (car In est strictement croissante sur ]0;+o[)
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X 0 e? +00
Signe a 0 .
de u( x)

¢) Etudier le sens de variation de la fonction f. Sur ]0;+o[, f:x+>xIn(x)-3x

f'(x)=1 ><1n(x)+x><%—3=ln(x)—2=u(x)

X 0 g2 +00
Signe B 0 .
de f'( x)

Variation
de f \ -e? /

fe)=e™(e’)-3e"=2e"-3e"=—¢"

d) Résoudre dans IR les équations suivantes.
i u—u—6=0

ii. (In(x))’~In(x)—6=0

iii. e —e¢* —6=0

i u—u—6=0

S ={3;-2}

3:11’1()C) = x:es
—2:11'1(.X) = x:eiz
S22{6_2,63}

iii. e —e" —6=0

2x X -0 o X2 o x -0 o u:ex
e’ —e"—6=0 = (e')—e"—6=0 2 U 6= 0
¢'=3 < x=1In(3) et ¢'=-2 n'apas de solution.
S;={In(3)}
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e) Résoudre dans R les inéquations suivantes.
)

I u"—u—6<0

ii. (In(x))’~In(x)-6<0

iii. e — e —6<0

i. Les racines du trindme sont 2 et -3 donc S=]-3;2[

u=In(x)

ii. (In(x))’~In(x)-6<0 [uz_u_6< 0

—3<In(x)<2

— 2 . . . .
= ¢ <x<e’ (car la fonction exponentielle est strictement croissante sur IR).

Donc S:]e73;e2[

2x X x\2 X u:ex

iii. e—e"—6<0 < (e')—e'-6<0 [u2u6< 0
—3<e'<2

= 0<e'<?2

- x<In(2) (car la fonction In est strictement croissante sur ]0;-+oo[)
Donc, S=]-;In(2)[

2. Propriété fondamentale de In

2.1. Théoréme

Pour tous réels strictement positifs, on a:
In(axb)=In(a)+In(b)

Démonstration:

Soient @ et b deux réels strictement positifs.
In(a)=4 = a=e¢"

In(h)=B « p=e”

ab est un réel strictement positif.
In(ab)=C = gb=¢"

ab=c‘=e¢’e’=e¢""" =« C=4+B

Donc,
In(ab)=In(a)+In(b)
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2.2. Conséquences

a) Logarithme népérien de l'inverse d'un nombre réel strictement positif

Soit b un réel strictement positif.

In

%xb)zln(l)zozln

1
Z)+ln(b)

Donc, ln(%)=—ln(b)

Pour tout réel b strictement positif, on a:

ln(%)=—ln(b)

b) Logarithme népérien d'un quotient de deux nombres réels strictement positifs

Soient a et b deux réels strictement positifs.
a axl

In{—|=1

iDaly

Pour tous réels a et b strictement positifs, on a:

ln(%)=ln(a)—ln(b)

1
Z)zln(a)—ln(b)

=In(a)+In

¢) Remarque
neIN". Soient a@,;...;a, n nombres réels strictement positifs.

In(a,Xa,X...Xa,)=In(a,)+In(a,)+...+In(a,)
(on peut montrer cela par récurrence)

d) Logarithme népérien d'une puissance

nelN". a réel strictement positif.
In(a")=nin(a) (cas particulier de la remarque précédente: @,=...=a,=a)

neZ "alors n=—pavec pelN’

In(a")=In(a ")=In L):ln !
aP

;)”:pm%):—pln(a):nln(a)
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Pour =0, In(a")=In(1)=0=01In(a)

Donc:

Pour n€Z pour a réel strictement positif, on a:
‘ ln(a"):nln(a) f

e) Logarithme népérien d'une racine carrée

a réel strictement positif.
a=(a)
In(a)=In(va)'=21n(Va)
Donc, ln(\/a)Z%ln(a)

ln(\/E)Z%ln(a)

a réel strictement rositif, on a:

ieme

/) Logarithme népérien d'une racine n

ac€N""; nelN; n=2 . L'unique réel x strictement positif tel que x” =g se nomme racine n“™ de a et se note

N

("Va)'=a

Donc, In(a)=In("Va)'=nln("Va)
Par suite, ln("\/a)=%ln(a)

a réel strictement positif, on a:

1n(”x/5)=lln(a)

n

2.3. Proposition

L fonction dérivable sur ]0;+oo[ vérifiant f'(1)=1 et pour tous réels a et b
strictement positifs, f (ab)=f (a)+ f (b) est

Démonstration:

flax1)=f(a)+ f(1)donc f(1)=0

On considére la fonction g définie sur 10;+oo[ par: g(x)=f(ax)—f(x) aveca>0
g(x)=f(a)+f(x)-f(x)=f(a).

La fonction g est une fonction constante, donc: g '(x)=0=af "(ax)— f'(x)

Pour x=1, 0=af '(a)- f'(1)=af '(a)-1

1

Donc, f'(a)=;
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On a donc, pour tout réel x strictement positif, /' (x)= ;Zln "(x)

On consideére £ telle que 7 (x)=1(x)-

, 11
h (x)=;—;=0

Donc, 4 est constante sur |0;+oo] .

Donc, pour tout réel x strictement positif, #(x)=/f(x)—In(x)=k

h(1)=k=f(1)=In(1)=0

Pour x=1,

Dou, f(x)=In(x)

2.4. Exercices

a) On pose In2=a etIn3=> . Exprimer en fonction de @ et b chacun des nombres suivants: In6 ;

2 1
| | © In v/
n(3) n(lZ) Inv12 et In72 .

In6=In2+In3=a+5b
In9=In(3%)=2In3=2b

ln(%)=1n2—ln3=a—b

12
1

1

In(x)

1n(i)=—1n12=—1n(22><3)=—21n2—1n3:—2a—b

— 1 1 2 1 1
In\12 2ln12 21n(2 3) > 21n2+21n3 a+2b

In72=In(2’%3*)=3In2+2In3=3a+2b

b) Simplifier chacune des expressions suivantes:

A=In(\3+1)+In(v/3-1);

=In(vV3+1)+In(v/3-1)
ln((\erl)(\f 1))
(

B=In(v3+1)"+In(v3-1)"

=ln(v3+1)*+In(¥3-1)"°

=1n<(@+1>18<ﬁ—1>‘8>

2,18

¢) Résoudre dans R les équations suivantes:
(E): In(x+3)(x-2)=In6

X€ED, o (x+3)(x-2)>0
Dy=]-0;-3[0]2;+o]

x€Dyg

(B)~ [(x+3)(x—2)= 6
x€D,

(E) = {x2+x—6= 6

E x €Dy
E)= | vix—12=0

In

9 .

2
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A=1"—4x1x(-12)=1+48=49
—1-7
X1=T=—4€DE

—1+7
X,=

—3eD,

Donc S;={-4:;3}

(E): In(x+3)+In(x—2)=In6

+3>0
eD,, o |*
YEEe x—2>0
DE'=]2§+°O[

In(x+3)+In(x-2)=In(x+3)(x-2)

B x€Dg.
(E) = (x+3)(x-2)=6
—1- —1+7
Or, xlz%:—4€£D5,etx2= =3€D,.
Sp=1{3}

d) Résoudre dans IR les inéquations suivantes:

(E): In(x+3)+In(x-2)<In6

x—2>0
Dy =12;40]

xeDE<:[X+3>O

In(x+3)+In(x-2)=In(x+3)(x—-2)

. x€Dyg x€Dg
(B (x+3)(x-2)<6 | x®+x—12<0 "~
S;=12,3]

(E»): In(x+3)(x—2)<In6

x€D; o (x+3)(x-2)>0
Dy=]-0;-3[0]2;+o]

XGDEz
(x+3)(x-2)<6

X€Dyg

(E2) =

Donc S=[-4;-3[01]2;3]

X2+x—12<0

|

|

x €Dy
X€ [—4;3]

X€Dg
XE€ [—4;3]

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés

Page 9



&Y Meilleur en maths Fonction logarithme népérien.

3. Etude et représentation graphique de la fonction logarithme népérien

3.1. Limites aux bornes de I'ensemble de définition

Inx>10 = exp(Inx)>exp(10) = x>¢'°

Si A est un réel positif (aussi grand que 'on veut)
x>el e Inx>4

lim In x=+o0

X —+00

Donc,

Soit x>0 lnlz—lnx
X

lim = o0 g lim Inx=+ 4o lim 1n(l =+,
x_;0+x X —+o X—’0+ x
Par suite, )l;m In x=—o0
3.2. Tableau de variation
X 0 +00
Signe
+
de Ln'(x)
Variation y +00
deLn -00
3.3. Courbe
In'(1)=1 A(1;0) y=1(x—1)+0 (T):y=x—1
1 1 1
In'(e)=— ; =—(x—e)+1 (T'):y=—
n'(e)=_ Ble:l) y=—(x—e)+1 (T):y=—x
Comme 1M Inx=—o0 , la droite d'équation x=0 est asymptote a la courbe.

4
X—
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3.4. Autres limites

On considére la fonction u définie sur |0;+oo[ par u(x)=Ix—x+1

, 1 1—x
u'(x)=——1=
x x

X 0 1 +00
Signe . 0 B
de u'(x) :
Variation 0

Donc, pour tout x de ]0;+0o[, u(x)<0soit Inx<x—1
La courbe représentative de In est en-dessous de la tangente (T) au point A(1;0))

Conséquence :
Pour tout x de ]0;+o[, Inx<x

Pour tout xde[1;+o[, 0<Inx<ux.
On note X =/x

Si x=1 alors X =1

Donc, 0<In X<X

0<Invx<vx

Oééln x<vx
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. Inx
D'apreés le théoréme des gendarmes, lim ——=0

x—-+o X

1
1 Inx ln;
lim —=+wet lim ——=0 donc lim ——=0
x—0" X x>t x=0" 1
X
lim xIln x=0

.

Donc,

x—0

Soit x€]—1;0[ 0 ]0;+o[
(1+x) In(l+x)—In1
X X

In

1
La fonction logarithme népérien est dérivable en 1 et (In)'(1) =7 =1

Done, lim 1+%)
x -0 X

=1

3.5. Exercices

a) Soit € la courbe représentative de In dans le repére : (0;7, ;) .

Soit a>0et A(a;lna)

1. Ecrire en fonction de a une équation de la tangente (7') en a & la courbe €.
2. Démontrer que, quel que soit a , la courbe € est en-dessous de (T ) .

1. f'(a)=al

(T):yzgl(x—a)-i-lna

Donc, (T):yzéx-l-lna—l

2. E(x)=Inx—
a a

lx+ln a—l)=lnx—lx—ln a+1
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Alors, E'(x)21—1= a-x

X a ax
X a +00
Signe . 0 B
de E'(x) g
Variation E(a\
deE /

E(a)=0
Donc, pour tout x€]0;+o0[, E(x)<0
Donc, la courbe € est en-dessous de (T') .

b) Calculer les limites des fonctions suivantes aux bornes de l'ensemble de définition.

1. f(x)=x—Inx D=]0;+o]|
1
2. f(x)= D=]0;1[0 ]1;+0o]
xInx
limlnx=—o0 lim x=0 lim f(x)=+cw
. x=0 et x-o onc x-o
x>0 x>0 x>0
Inx
f(x)zx(l——)
X
lim 2% 20 done lim 1-12%=1
x—+0o X x>+ X
lim x=4o0
X—+o0

Donc, xlir?wf(x)eroo

Xt x—o+0o X

lim xInx=+% o lim +=0 ponc, lim /(x)=0

m xInx=0 _ im +=—oco lim f(x)=—o0
x—0 t o0 X . DOl’lC, x—0
x>0 x<0 x>0

lim xInx=0

x—1
X 1 +00
Signe _ 0 .
de xLn x é
lim f(x)=+c lim f(x)=—00
DOHC, x—1 et x—o

x>1 x<l1
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