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@ Meilleur en maths

On rappelle qu’une suite réelle est une fonction définie sur IN , ou sur une partie de IN a valeurs dans R.

1. Mode de génération des suites

1.1. Formule explicite

Une suite (u,) est donnée par lorsque son terme général u, est

donné en fonction de 7 .

1.2. Exemples

4 Exemple 1
On donne, pour tout entier naturel n , u,= Vn . Calculer U .

u=V16=4.

4 Exemple 2
On donne, pour tout entier naturel n , u,= n+2Xn+1. Calculer u 10 -

u,=10"+2x10+1=121

] Remarque
Dans un repére, une suite donnée par une formule explicite peut étre représentée par les points de coordonnées

(n5u,) .

un

1 X
0.8
0.6

X
0.4
X
X
0.2 s
(0] 1 2 3 4 5 n

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés Page 2



Q Meilleur en maths

2. Relation de récurrence

2.1. Définition

Une suite (u,) est donnée par lorsque, par exemple, le
terme U, ; est donné en fonction de u,, .

(il faut alors connaitre le premier terme de la suite).

2.2. Exemple
Soit (u,) la suite définie par u,==13 et, pour tout entier naturel n , u,, ,=—2u,+3  Calculer u;.

A la calculatrice, on entre -3 puis EXE ou ENTER. On saisit ensuite — 2ANS+3, puis en appuyant sur EXE ou
ENTER plusieurs fois, on obtient successivement %, u,, ... et enfin us=129

2.3. Remarque

Dans un repére, une suite donnée par son premier terme et une relation de récurrence %, =/ (u,), ou festune
fonction peut étre représentée a 1’aide de la courbe de f'et de la droite A d’équation y=x .

On place le premier terme (par exemple ¥, ) sur I’axe des abscisses, la courbe de f permet de déterminer le
terme suivant (#,) sur I’axe des ordonnées, et la droite A permet de placer ce terme sur 1’axe des abscisses, et
ainsi de suite.

Exemple

La suite (u,,> définie par u,=1 | et, pour tout entier naturel n , u,_, :\/4u,,+5 .

par f(x)=V4x+5.

On utilise la courbe de la fonction f définie sur l— % ;too

U, [~===m====mmmmmmm == — -

u24_ _______________ - -

D

3
u uy U U
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3. Suites arithmétiques, suites géométriques

Suite (#,) neN Suite

de raison r

Suite

de raison ¢

Définition

un+1:un+r .

On passe de chaque terme au suivant en
ajoutant le méme réel 7 : pour tout entier n,

On passe de chaque terme au suivant en
multipliant par le méme réel g : pour tout

entier n,u, =qXu,.

Terme général Pour tous entiers n et p , Pour tous entiers n et p ,

u,=u,+nr un:uﬂan

u,=u+(n-1)r u,=u;Xq""

u=u +\n—p)Xr n—

n P ( p) u,= upxq p

Somme de termes er . ) ___ nbde termes

Nb determes X I terme +dernier terme Premier terme X 1=q"
consécutifs 2 1-q

n u-+u n __n+l
> u=(n+1)x 2" Zukzuoxi
k=0 2 k=0 1—¢q
Attention, g#1
Cas particuliers n(n+1 —g""!
P l+2+...+n=g 1+q+q2+“_+q”:—1 q
2 1— q
Attention, g#1
4. Le raisonnement par récurrence
4.1. Exemple préparatoire
u,= -3
On considére la suite (,) définie par 1 | VneN
n+l1
u,+1
1 1 ) . - L1 s

En calculant u,=— 5 5 U= 2, u =3, 0n peut conjecturer que pour tout entier naturel 7 supérieur ou égal a 2,
u,>0.
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4.2. Principe de récurrence

a) Proposition

p est un entier naturel fixé. On considére une propriété de I'entier naturel 7 si :

J La propriété est vraie pour n= p (initialisation)

= La propriété est héréditaire pour tout entier naturel supérieur ou égal a p , c'est
a dire : on suppose que la propriété est vraie pour n fixé supérieur ou égal a p et on
démontre que la propriété est vraie pour n+1 .

d Alors, pour tout entier naturel 7 supérieur ou égal a p la propriété est vraie.

b) Remarques

Pour utiliser le principe de récurrence, il faut connaitre la propriété¢ de l'entier naturel n . (soit la propriété est
donnée dans I'énoncé soit on effectue une conjecture.

Il existe des propriétés qui soient héréditaires pour tout entier naturel et qui sont fausses pour tout entier naturel.

4.3. Exemples
u,= -3

a) On considére la suite (un) définie par 0= 1 , VnelN

41

n

Montrons par récurrence que, pour tout entier # supérieur ou égal a 2, u,>0

— La propriété est vraie au rang 2. En effet, #,=2 donc #,>0 .
— On suppose que, pour un entier 7 fixé, #,>0

— Montrons que la propriété est vraie au rang n+1 : montrons que #,,,>0 .

1
u,+1°

On sait que #,>0 et que U, =

1
Or u,> 0 entraine u,+1>0 puis 1 >0 soitu,,,>0.

n
L’hérédité est ainsi prouvée.

On a bien que Vn>2 ,u,>0.

b) a est un nombre réel strictement positif fixé. Démontrer en utilisant un raisonnement par récurrence que
pour tout entier naturel non nul (1+a)">1+na .

— La propri¢té est vraic au rang 1. En effet, (1+a)'=1+aect I+1Xa=1+adonc (1+a)'>1+1Xa

— On suppose que, pour un entier 7 fixé, (1+a)'>1+na .

)n+1

— Montrons que la propriété est vraie au rang n+1 : montrons que (1+a)"" ' >1+(n+1)a .
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On sait que :

n+1

(1+a)">1+na _

>1+na+a+na’
1+a> 0

(1+a)')x(1+a)=(1+na)x(1+a) = (1+a)

o (14+a)"'21+(n+1)a+na” .

Or, na*>0 donc (1+a)"™"'

>1+(n+1)a
L’hérédité est ainsi prouvée.

On a bien, d'aprés le principe de récurrence, pour tout entier naturel non nul (1+a)">1+na .

5. Sens de variation des suites

5.1. Définition
Soit (u,,) une suite réelle.
d (un) est lorsque, pour tout entier n , U, =U, .
d (un) est lorsque, pour tout entier n , U, | SU, .
d (un) est (ou ) lorsque, pour tout entier n, u,, =Uu, .

5.2. Etude des variations d'une suite

a) Signedeu,.,—u,

Proposition :

J Si, pour tout entier n , u,,,, —u,=0  alors (u,) est

| Si, pour tout entier 7, u,,,, — 1, <0 alors (u,,) est
| Si, pour tout entier 7 , #,,,, —u,=0 alors (un) est
Exemple :
u,= 1
. . , . 1
Soit la suite (u,,) définie par ., :un+_2+2 , VneN

U,

Pour justifier que cette suite est bien définie, c'est a dire que pour tout entier naturel 7, u,#0 , il suffit, en
effectuant un raisonnement par récurrence, de démontrer que pour tout entier naturel n #,>0 (ouu,>1).
1

Pour toutn , 4,+1— “n—7+2>0

n

donc u,,,—u,>0 et la suite (un) est croissante.
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b) Cas des suites a termes strictement positifs

Proposition : Soit (u,) une suite dont les termes sont strictement positifs.
. . un+1
4 Si, pour tout entier 7 , > >1, alors (u,,) est
. . un+1
N Si, pour tout entier 7 , <1 ,alors (u,) est
. . un+1
d Si, pour tout entier 7 , u—=1 alors (u,) est
u,=3
Exemple : Soit la suite (un) définie par = U, ,VnelN.
n+l1~ 2
u +1

On admet que pour tout n , ©,>0 .

un+l 1

u
. n+1 . , .
Pour tout entier n , , donc ——<1 et la suite (un) est décroissante.

2
u, u,+1 u,

c) Cas des suites données par une formule explicite

Proposition : Soit (u,,) une suite définie par #,= f (n) ou fest une fonction définie sur
[0;+00] .

4 Si fest croissante sur [0;+oo[ , alors (u,) est

N Si fest décroissante sur [0;+00[ , alors (u,) est

Exemple : Soit la suite (u,) définie paru,=2n"—12n+19. On a u,=f(n)avec f(x)=2x-12x+19,
définie sur [0;+ ] .

[ est la restriction d’une fonction trindme du second degré, et présente un minimum (puisque le coefficient du
b —12
5 > - =————=3
terme de degré 2 est 2>0) en 24 %0

On en déduit que la suite (u,) est croissante a partir du rang 3.
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6. Suites minorées, majorées, bornées

6.1. Définition

(Mn) est définie sur IN. On dit que :

d (u,) est s'il existe un nombre réel m tel que pour tout entier # on ait
ms<u, . On dit alors que m est un de la suite (un) .

d (u,) est s'il existe un nombre réel M tel que pour tout entier # on ait

u,<M . On dit alors que M est un de la suite (u,) .

d (un) est si elle est majorée et minorée.

6.2. Remarques

Si m est un minorant de (un) alors tout nombre réel inférieur a m est aussi un minorant de (u,,) .

Si M est un majorant de (u,,) alors tout nombre réelsupérieur a M est aussi un majorant de (u n) .

6.3. Exemple
1
Soit (#,) 1a suite définie par 4,=0 et pour tout 7 de IN, Un+1= 2 . Montrer que la suite (u,) est bornée.
1 1 4 1 1 25
”020; U == =1 D Uy= 12 125 : 3 l 2+1 2 5 : U, E_i_l ﬂ 41 .
0+l * 2 1 5t 23

On fait les conjectures suivantes :
La suite n'est pas monotone.
Tous les termes de la suite sont positifs ou nuls.

1 est un majorant de la suite.

Démontrons en utilisant un raisonnement par récurrence que pour tout entier naturel n : O0<u, <1 |

— La propriété est vraie au rang 0. En effet, #,=0 donc 0 <u,<1 .

— On suppose que, pour un entier 7 fixé, O0<u, <1,

— Montrons que la propriété est vraie au rang n+1 : montrons que O0<u, <1,

On sait que O0<u,<1 ; la fonction carrée est croissante sur [0;+oo[ donc 02<ui< 12 soit 0 <ui< 1

Et, I<u.+1<2.

La fonction inverse est décroissante sur |0;+oo[ , donc 1 2 1" 0> soit 5< —<I1
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1
Donc, 0<—2+1 <1 goit O<u,, ,<I.

n
L’hérédité est ainsi prouvée.
On a bien pour tout entier naturel n : 0<u, <1,

La suite (un) est bornée.
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