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@ Meilleur en maths

1. Représentation géométrique d'un nombre complexe

Le plan muni d'un repére orthonormé direct (O i, V) se nomme

1.1. Affixe d'un point

A tout nombre complexe z d'écriture algébrique z=a+bi (ot a et b sont des nombres réels) correspond un
unique point M du plan de coordonnées (@ ;b) .

On dit z est de M et on note M(z) .
On dit que M est dez .
Exemples :
Dans le plan complexe, placer les points A ; B ; C et D d'affixes respectives :
. . 5 3
z,=142i; z,==2—10 ; z.==1i ; z,=——=.
A 5 B i C 2 ) D 2
4_
3_
C
X
2 Ve
1_
A
il
D 0 -
3 2 1 oo 2
B x -1
_2_

1.2. Affixe d'un vecteur

A tout nombre complexe z d'écriture algébrique z=a+bi correspond un unique vecteur V coordonnées (a;b) .
V=ati+bv
Si z est l'affixe de z alors V'=0M .

On dit z est de V etonnote V(z).
On dit que le vecteur '=0M est dez.

1.3. Remarques

L'axe des abscisses (O ;1) est I'ensemble des images ponctuelles des nombres réels. On le nomme
L'axe des ordonnées (O;7) est l'ensemble des images ponctuelles des imaginaires purs. On le nomme
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géomeétrique. Notation exponentielle.

1.4. Propriétés

a) Somme de deux nombres complexes

725]\7(2) et V'=0M "(z")

—_ —  — ——a— —

Le quadrilatére AMPM' est un parallélogramme.

b) Produit d'un nombre complexe par un nombre réel

V=0Mz)et LER
XT;ZOM'(XZ)

2l
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Cas particulier: L
h=—1 V=00 z) Vi=—V=0M '(~z)

o
2y

¢) Nombres complexes conjugués

V=0M(z)etV'=0M'(z)
z=a+biet z=a—bi

Ql
&

/

Les points M et M' sont svmétriques par rapport a 'axe des abscisses,

d) Affixe d'un bipoint

Si A(z,) et B(z,) alors ZE(ZB—ZA) .

AB=A40+O0B
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Q Meilleur en maths

¢) Affixe du milieu d'un segment

SiA(z,) et B(z,)et]estle milieu de [AB

+
] alors I(%) .

Démonstration :,
OA+OB=0I+IA+O0I+1B=201 + I+ IB
Or, I est le milieu de [AB] donc TA+1B=0
Donc, 521+5§=257

57=%(5;1+5§)

Z,+z,

2

et z,=

1.4. Exercice

. : 5
Dans le plan complexe, déterminer 1'ensemble des points M d'affixe z tel que : Z= z

pur.

1 soit un imaginaire
o

Pour répondre a cette question, on peut écrire Z sous forme algébrique et dire que sa partie réelle est nulle ou il

suffit de calculer la partie réelle. On rappelle

que Z+Z=2R(Z) .
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Q3 Meilleur en maths

Ici, on va déterminer I'écriture algébrique de Z car en général on pose souvent plusieurs questions faisant
intervenir la partie réelle et la partie imaginaire.

5z=2

z—1
On pose z=x+iyavec x€Ret yER
1 faut que z#1.Onnote 4(1)

7=

Z:5x—2+5w
x—1+yi
Z:(Sx—2+5iy)(x—1—yi)
(x=1)+y"
Z:5x2—5x—2x+2+5y2+i(—5xy+2y+5xy—5y)
(x=1)+)°
Z:(5x2—7x+2+5y2)—3iy
(x=1)+y*

Z est un imaginaire pur
5x°4+5y" —Tx+2
2 2 =0
= |(x=1)+y
z#1
5x°+5y"=7x+2=0(1)
x#1lou y#0

=4

()= x’+ yz—%x%—%:o

7 3
—+0i =
I | et de rayon 10"

10

Il s'agit de 1'équation du cercle (€') de centre ®

Le point 4 (1) appartient a (€).
L'ensemble cherché est le cercle (€) privé de A.

A

cl

o
gl
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2. Module d'un nombre complexe

2.1. Définition

On nomme module du nombre complexe z=a+bi (avec aet b réels) la norme de|
son image vectorielle dans le plan complexe. On note |z| .

l2=||V||=OM=Va’+ b

2.2. Remarques

a) z=a+bi z=a—bi
zz=a’+b’

2 J—
|Z |:zz

b) Si z est un nombre réel alors z=a+01

lz=+a” =la]

Le module de z est égal a la valeur absolue de a .

2.3. Propriétés

a)

Deux nombres complexes conjugués ont le méme module :
[2I=l]

b)
|z| est un nombre réel positif ou nul.
=0 z=0
¢)

Module de la somme de deux nombres complexes :
z+z <l +z1

(on admet ce résultat)
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d)

Le de deux nombres complexes est égal

zxz|=l2lx]z']

Démonstration :
(ZXZ')2‘=(Z><Z Nx(zxz")
(zxz') —zXz'XzZXz'
(ZXZ')Z‘:(ZXE)X(Z’X;)
¢2|

(22" Pl=lz71xl=
Donc, |zXz'|=|z|X|z’|

Cas particulier : Le produit d'un nombre complexe par un nombre réel.
rLER; zOC
[ zl=[nfx]2]

e)

Le module de non nul est de ce
nombre complexe.

1| 1
z0OC", |-

z| [

Démonstration :

1
—Xz=1 donc

z
Or, l><Z 1
z z

:|1:1|_

le
z

Xle

[a—

Donc, |—[X|z|=1

1
=— (si z#0 alors |z|#0)

Donc, |Z|

f)

S

Le module du (le dénominateur étant non
nul) est

z0OC, z'0C",

Démonstration :

z 1
—=zX—donc
z

;=

el =
N

z/|

z ><1
2=l x—
Z! Z 1A

1
k|

g) On peut démontrer que pour tout entier relatif # et tout nombre complexe non nul z que : ‘z"‘= |z|"

h) Interprétation géométrique du module de la différence de deux nombres complexes.

Si M(z)et M(z')alors MM'(Z'—Z)G'[‘ IMM'||=MM'=[z"'—7] ‘
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2.4. Exemples

Calculer les modules des nombres complexes suivants :
z,=i 2,=3-2i 2,=(V2+iV3)(V3+i43) Z4zli% s =272

2-3i
_ (2-3i)(3+4i)
% (6+41)(15-81)

=(3-2i) z=| = zo=(1+1)°

|z [*=li=0+1i*=0"+1"=1 donc |i|=1
|z,f =B —2i[’=3°+(—2)’=13 donc EAENIE]

|z3‘=‘(\/§+1\/7 V3+iv5 ‘—|\/2+1\/7|><|\/7+1\/7|
Or, V2+iv3['=2+3=5 donc N2+iV3]=+5
W3+iy5'=3+5=8 donc [V3+i+5=v/8=2+2

. |_|1+z|
ST
Or, 1—i=(14i)donc [1—i]=|1+i]
Donc,

|4=B—m|

234

Or, 3—2i=9+4=13 donc [3—2i|]=+13
|2—3i’=4+9=13 donc [2—3i|=+13

Donc, 2%21

o= p—3ill3+4i _ V13x5 5
S l6+4ill15—-81  V52%x/289 3x+/289

l2,|=13—2i' =(V13)'=13’=169

511
=l +i %2

5 1511:1

z=[1+i°=(12)'=2°=8
|z =I1+i]"=(

2.5. Nombres complexes de module 1

4 Inverse d'un nombre complexe non nul
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4 Cas particulier : nombre complexe de module 1
R

Z = - 12

L'inverse d'un est égal a

2.6. Exercices

a) Déterminer l'ensemble des points M d'affixe z tels que : ‘

Premiére méthode (méthode algébrique)
z=x+iy x€R yeR

On doit avoir z#—1+1
z—=2=x—2+iy
z+1—i=x+1+i(y—1)

z—2

z+1-1
=2 _

- k+1—ﬂ_

= |z=2|=|z+1—]

@(x—2y+y%4x+ly+(y—lf

o X —4x+44+ )y ="+ 2x+1+y =2 y+1

e —6x+2y+2=0

= y=3x—1

L'ensemble cherché est la droite (D) d'équation y=3x—1

=1

1

Deuxiéme méthode (méthode géométrique)
A(—1+i)  B(2) M(z)

AM (z+1—1) BM (z—-2)
lz+1—i|=AM |z—2|=BM

z—2

z+1-1
22| _

- lz+1—i]

. BML
AM

= AM =BM

=1

1

L'ensemble des points M cherché est la médiatrice du segment [AB].

z—2
z+1-1

=1

(D)

Sy
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3. Forme trigonomeétrique et forme exponentielle d'un nombre complexe non nul
3.1. Argument d'un nombre complexe non nul

(O; %,7) est un repére orthonormé direct du plan complexe.
L'unité de mesure des angles est le radian.

zOC", z=a+bi
M est I'image ponctuelle de z .

(e

On nomme argument du nombre complexe z, une mesure (A2kmprés; k€EZ ) de
l'angle (ii;0M ) .
On note : arg z=(ii;0M )+2kn ou arg z=0+2kmn

3.2. Remarques

Z est un nombre réel strictement positif = arg z=0+2kn

Z est un nombre réel strictement négatif - arg z=n+2kn

argz= §+2kn

Z est un imaginaire pur non nul = ou
argz=—72L+2krt
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Y
[ R

Onnote arg z=0+2km

a=0Mcos 0 et b=0OMsin0

OM =||OM||=[z|

On note [z|=r

r est un nombre réel strictement positif, donc z=a+bi=rcos 0+ irsinO=r(cosO+isin0)

3.3. Forme trigonométrique d'un nombre complexe non nul

z OC". On nomme forme trigconométrique du nombre complexe z , I'écriture :
z=r(cosO+isin0) avec r=|z| et arg z=0+2kmn .

3.4. Forme exponentielle d'un nombre complexe non nul

z C". On nomme forme exponentielle du nombre complexe z , I'écriture :
avec r=|z| etarg z=0+2km .

i0
‘Z=F€

3.5. Relations entre formes algébrique et trigonométrique

zOC". aeRetheR

z=a+bi=re’=r(cosO+isin0)
. 2, 1.2
a=rcos0 = \/a +b

b=rsin® cosezgetsinezh
r T
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3.6. Exemples

a) Dessiner l'image et donner la forme algébrique des nombres complexes suivants :
i .5 .3n i

i k¢
A~ Y. i . .
= 2e 7, 22=4e 6 ] Z3=23 43 24223

M | est I'image ponctuelle de z, .

oM 1=|z l|=\/ 2 ,donc M, appartient au cercle de centre O et de rayon 2 .

(ﬁ;0M1)2%+2 kT On trace la demi-droite [Ox,) telle que (ﬁ;0x1)=%+2krt )

M | est le point d'intersection du cercle et de la demi droite.

93(21)2\/§c0s%=\/§><%=1
3 (zl)=\/§sin%=\/§><g=1

‘ z,=1+i
M , est I'image ponctuelle de z, .

oM 2=|Zz|=4 ,donc M, appartient au cercle de centre O et de rayon 4.

W =D . . =
(u;OMz)Z?T[ﬁLZ k7t . On trace la demi-droite [Ox,) telle que (ii;O0x,)=—=

M , est le point d'intersection du cercle et de la demi droite.

93(22)240055—7[=4><(—£):—2\/§

6 2
~ . O: 1
\s(zz)=4sm?=4x§=2
z,=-23+2i

w |3
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M ; est I'image ponctuelle de z; .

OM 3=\Z 3\= 2 donc M appartient au cercle de centre O et de rayon 2.

o 3 ) ) L = 3
(H;OM3>=—TT[+2/€TE . On trace la demi-droite [Ox;) telle que (u;Oxg)Z—THJerTE )

M ; est le point d'intersection du cercle et de la demi droite.

9%(23)=2cos(—3—n)=2><(—@)=—\5

4 2
3(23)=2sin(—i—“):2x(—g)=—ﬁ

222—\72—1'\/5

M , est I'image ponctuelle de z,.

OM ,=|z,|=2 ,donc M ,; appartient au cercle de centre O et de rayon 2.
(i;’;O_j\?):—§+2 k. On trace la demi-droite [Ox,) telle que (ﬁ;@a):—g +2km .

M , est le point d'intersection du cercle et de la demi droite.

9%(24)=2cos(—§ =2><%=1
5(24)=2sin(—%)=2>< —?)2—\/5

b) Dessiner I'image et donner la forme exponentielle des nombres complexes suivants :
zy=—4+4i; z,=—1-i3 ; z;=-3-i3

M

1

M | est I'image ponctuelle de z,=—4+4i

Les coordonnées de M | sont entiéres. On place directement le point sur le dessin.
|z ['=(—4)+4’=16+16=32

|Z 1‘ =/32=42
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cos0 =_—4=_—1=—Q et sin0 =i
Y4V2 2 2 NG

Donc, arg 21234—7[4-2 kTt

Sl
[\

3in

2124\/56T

M, est I'image ponctuelle de z,=—1—i\3

On peut placer le point M, . Si on veut une construction a la régle et au compas, il suffit de remarquer que
|z,]=\(=1)2+(—+v3)2=2 donc M, est le point du cercle de centre O et de rayon 2 ayant pour abscisse -1 et

une ordonnée négative.

-1 V3

cos0,=— et sin62=_T

Donc, arg Zz=47n+2kr[
4in
z,=2e"’

M est I'image ponctuelle de z;=—3—i\3
On peut placer le point M . Si on veut une construction a la régle et au compas, il suffit de remarquer que /3
est la hauteur d'un triangle équilatéral de coté 2. Ici il suffit de considérer le triangle équilatéral OAC.
2 |=\(=3)2+(—3)2=12=23
-3 3 -3_ 1

C0593=m——7 et sm63:2—\/§_—2

Donc, arg Z3=76—T[+2 km
Tin
z,=23e ©

4. Propriétés

4.1. Nombres complexes conjugués

[ IS M
1
1
|
A |
o 6
v o I !
O _9 : a
|
1
|
1
bfom B !
M
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z OC". z=a+bi z=a—bi
z=r(cosO+isin0)
Z=r(cos0—isin0)

Or, cos(—0)=cos0 et sin(—0)=—sin0
Done, z=r(cos(—0)+isin(—0))

Onadonc argz=—argz+2kmn et |z]=|z|=r

—i0

z0OC". Si z=re" alors z=re

4.2. Nombres complexes non nuls opposés
z=a+bi=r(cosO+isin®)=re"

z'=—z=—a—bi=r(—cos0—isin@)=—re
M(z) M'(-z)

i0

0+ m

M et M 'sont symétriques par rapport a O.
Ona cos(0+m)=—cos0 et sin(0+m)=—sin0O
[=z|=Iz]

i(6+m)

z0OC". Si‘ z=re" alors‘ —z=re

4.3. Produit de deux nombres complexes non nuls

zOC". z=re" r=|z| et arg z=0+2km
z=r(cosO+isin0)
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z'0C". z'=r'e?  r'=lz'let argz'=0"+2kn
z'=r'(cos®'+isin0’)

z><z’=(rei6)><(r ’eie’)
zXz'=r(cosO+isin®)Xr'(cosO’'+isin0’)
zXz'=rr'[cos0.cos0’—sin0.sinO'+i(cos0.sinO'+sin0.cosO’)]

Or, cos0.cos0’—sinB.sin®'=cos(0+0")
et cos0.sinO'+sin0.cosO ' =sin(0+0 ")

Donc,
zXz'=rr'[cos(0+0')+isin(0+0")]

Donc,
lzXz'|=rXr'et arg(zXz')=argz+argz'+2kmn

” o
zOC". z'0C". z=re' z'=r'e'

|zXz'|=rXr'etarg(zXz')=argz+argz'+2kmn

‘ (r eie)X(r 'eie')er 1 o/(6+0) ‘

Cas particuliers :
z'=Anombre réel non nul ; z=y¢"

4 SiA>0 alors A=he" arg h\=0+2km
zxz'=hre"

4 SiA>0alors A=—)e'™ arg h=mt+2km
zXz' =—hr "t

M(z) et M,(kz)
OM ,=\OM

M | est de M dans de Oetde .

z "est un nombre complexe de module 1.

y_ o do__ . .
z'=u=¢e'“=cosa+isina
Xz =pe Ot
M | est de M dans de Oetde o.

4.4. Inverse d'un nombre complexe non nul

z[OC". z=re"
1 z

—_——— 2_ 2 - —
- |Z|2 ,or |z['=r"et z=re

i0
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Nombres complexes. Représentation
géomeétrique. Notation exponentielle.

—i6
1 _re 1 o
Donc, —=———=—e¢

z V4 r

Donc, argl=—argz+2 kn
z

zOC". z=re"

=— et argéz—argz+2 km

4.5. Quotients de deux nombres complexes non nuls

[0
zOC". z=re'
z'0C". z'=r'e"
z 1
=X

z z

arg(i,)zarg( )+arg
z

arg(i,)zarg(z)—arg(z’)+2krt
z

- |+2km

zOC". z=re'’etz'0OC". z’

2|

Y etarg(z )—arg( )—a ( N+2kn

4.6. Formules d'Euler

15} .. —i0
e''=cosO+isinfete’

=cos0—isin0

i0 —i0 i0

. e —e
et sinf=

i

e
cosO=

—i0
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5. Compléments

5.1. Caractérisation d'un cercle dans le plan complexe

r est un nombre réel strictement positif.

(€) est le cercle de centre Q et de rayon 7 .
MOE) = z=w+re’avec 6 OR

Q est un point du plan complexe d'affixe .

M est un point du plan complexe d'affixe z .

Démonstration :

MOE)= oM=r « |z—o|=
Soit 0=arg(z— (n)+2k7t
MOE)= |z—o|’=re’

Or, z—owld’=z—n

MOE) = z—oo=re’:e
MO©) = z=o+re'”’

Exemple :
Q(1-2i)  r=3

MOE€) = z=1-2i4+3¢"" avec OER

=

Pour Y ~4 , on obtient le point M, du cercle (€).

3

zy=1-2i+3 *

3n =
Or, e * =cos3—n+isin3—n=——2+i N2
4 2 2

342 342

20_1——+

-2+242)

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés

Page 19



Q3 Meilleur en maths

zZ—z
5.2. Interprétation géométrique du rapport Z

z-z,

a) A et B sont deux points distincts fixés du plan complexe : Alz,) ; Blz,).
Soit M (z) un point quelconque du plan complexe.

Si M#Aalors AM (z—z,) et AM =|z—z | et arg (z—z )= (i1 ; AM )+ 2k .
Si M#Balors BM (z—z,) et AM =|z—z | etarg(z—z,)=(ii; BM )+2km .

Si z#z, (c'esta dire M # 4 )alors on consideére le rapport Z=——

|Z|=‘Z_ZB‘= BM

‘Z—ZA‘ AM
Si z#z, et z#zg(c'estadire M#A4et M+#B )alors
z—z

El+2kn
Z—ZA

[l
2
g
05
3

z7zp 1 3

b) Déterminer le point M du plan complexe tel que :

l+lﬁ
2 2

‘l+i%‘zlet arg =X 2kn.

2 3

Z_ZB

143
—+i—|(1
z—z,| |2 2 ’<)

Z~ 27y 1,3
=arg| —+1—
Z—7Z, 2 2

2725 _1

<~

o
2

z—z, 2

arg +2km(2)

MB
(D= MA
—— =
Q)= (AM,BM)—3+2]€T[

=1 « MB=MA

Remarque :

AM ; BM )=(AM ; MA)+(MA; MB)+(MB ; BM )+2 k
)=n+(MA; MB)+n+2k
)=(MA; MB)+2k

NN
=
=K

Z_ZB 1 \/_§ MB:MA

z—zAZEH 5 (m;ﬁﬁ)=§—+2kn

Donc,

Le triangle ABM est un triangle équilatéral direct (c'est a dire ABM dans le sens trigonométrique).
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Pour la figure : A et B donnés, on construit les cercles de centre A et passant par B et de centre B et passant par
A, et on choisit le triangle équilatéral direct.

Z7Zp_.
=i

c¢) Déterminer le point M du plan complexe tel que : P
T 44

N
i=1 et arg(z)=5+2kn'

Z—Zp Z27Zy
— =i =
2T E arg g =arg(i)+2kn(2)
Z_ZA
MB

o o
2)e (AM,BM)_2+2kn
- (]\_42;]\_41»3):§+2th

~ |MB=MA
=l (MA;MB):§+2kn

Z—Zypg

Donc,
zZ— ZA

Le triangle ABM est un triangle rectangle isocele direct en M.

Pour la figure : A et B donnés, on construit le cercle de diametre [AB] et la médiatrice de [AB] et on choisit le

triangle rectangle isocele direct.

=
aQ
[¢]
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5.3. Remarque

Pour tout entier naturel 7 , non nul et pour tout nombre réel 0, on a :
‘ (e’)'=e"" ou (cosB+isinB)'=cosnB+isinn®

On veut démontrer en utilisant un raisonnement par récurrence que pour tout entier naturel » non nul.

Initialisation
(eiﬁ)l: eiﬁ et eilﬂzeie
Donc, la propriété est vérifiée pour n=1
Hérédité :
On suppose qu'il existe un entier 7 tel que (eie)" =e'".
(eie)nﬂ :(eie)nXeie: (eie)n: ei no Xei6=ein6+i9 — ei(n+ 1)0
Conclusion :
D'apres le principe de récurrence, la propriété est vérifiée pour tout entier naturel # , non nul.
Ce résultat est connu sous le nom de
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