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Q Meilleur en maths

1. Ensemble des vecteurs de I'espace
On étend a l'espace la notion de vecteur et les opérations associées.

a) A ; B; A' et B' sont quatre points de l'espace tels que A#B.

4 SiA'll(AB)etsi A'B '=4B alors le point B' appartient au plan (ABA") et le quadrilatére ABB'A" est un

parallélogramme.
4 SiA'll(AB) etsi A’ B'= AB alors le quadrilatéere ABB'A' est un parallélogramme aplati.
4 AB est un représentant du vecteur % .

b) A ; B et C sont 3 points de I'espace.

4 AB+BC=A4C (Relation de Chasles).
4 AB+ AC = AD avec ABDC est un parallélogramme (éventuellement aplati).

¢) Pour tous vecteurs : #;V;Ww

4 a+v=v+E
4 (+V)+Ww=u+(v+w)
4 0=A4

4 1+0=0+u=1

a2 ii=AB —5i=BA
4 i+(—1)=(—u)+u=0

d) A est un nombre réel et i est un vecteur de 'espace

Si =0 alors v=\.71=0

4 Si 7i#0 , on pose i =
pour A=0 p=A.1u
pour A>0 $=A.ii=AC avec CO[AB) et AC= A AB
pour A<0 p=A\.u

E

e) Pour tous nombres réels A et u et tous vecteurs % et v
a4 A (T+9)=N.T+N.

M(uw.g)=(Axw).u

(A+u).2=n.0+u.u

l.u=

E ek
N

2. Vecteurs colinéaires

2.1. Définition

On dit que les vecteurs i et V sont si et seulement si: #=0 ou 70 et il

existe un réel A tel que V=A1u .
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2.2. Remarque

Les points de l'espace A ; B et C sont si et seulement si les vecteurs AB et

AC sont colinéaires.

2.3. Droite définie par un point et un vecteur directeur

i est un vecteur non nul de I'espace et A est un point de I'espace.
On nomme u I'ensemble des points M tels que les vecteurs
AM et u soient colinéaires.

On note DZ(A;ii)

M appartient a D si et seulement si il existe tEIR tel que AM =¢.%

Remarque : Si 7= AB alors D=(AB)

2.4. Droites paralléles

On peut vérifier que les droites D=(A;i?)etD'=(A’;;’) sont paralléles si et seulement si i et sont

colinéaires.

3. Vecteurs coplanaires

3.1.

Soient # et ¥ deux vecteurs colinéaires de 1'espace. On pose i=ABetv=AC .
il et v ne sont pas colinéaires donc les points A ; B et C ne sont pas alignés.
Soit P le plan (ABC).

(4;A4B; AC) est un repére de P,
Pour tout point M de P il existe x€R et y€R tels que AM =x.AB +y. AC

Réciproquement : tout point M de I'espace tel que AM =x. AB+ V. AC appartient a P.
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3.2. Définition

—

u;v;wsont 3 vecteurs de 1'espace.
Si # etV ne sont pas colinéaires alors on dit que les vecteurs #; V; W sont

si et seulement s'il existe a€R et bER tels que W=a.ui+b.V

Remarques :

4 Dans ce cas, on dit que la partie {#;V;W} est ou que les vecteurs #;VetW sont

4 Si i etV sont colinéaires alors les vecteurs sont aussi coplanaires.

3.3. Vecteurs non coplanaires

ii;v; W sont 3 vecteurs de l'espace.
On dit que les vecteurs #;V; W si et seulement i et V ne sont

pas colinéaires et il n'existe pas de nombres réels a et b tels que W=a.i+b.v

Remarque:

4 Dans ce cas, on dit que la partie {u;V;W} est ou que les vecteurs i ;VetW sont

4. Plan défini par un point et deux vecteurs directeurs

i et v sont deux vecteurs non colinéaires de l'espace et A est un point de I'espace.
On nomme i et v, l'ensemble des points M de 1'espace tels

que les vecteurs #; v et AM soient coplanaires.
On note P=(4;1;7)
Remarques :

4 Siii=AB et v=AC alors P=(ABC)
a4 P est l'ensemble des points M de l'espace tels qu'il existe des nombres réels aet b vérifiant
AM =a. u+b.v .

5. Plans paralléles

il et u ' sont deux vecteurs colinéaires non nuls.

Vet v’ sont deux vecteurs colinéaires non nuls.

A et A' sont deux points de I'espace.

Si 7 et V ne sont pas colinéaires ( u et v’ ne sont pas aussi colinéaires) alors les plans
P(4;u;%) et P'(A';u';v')alors  les plans P(A4;%;7) et P'(A';u’;v') sont
paralléles.
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Démonstration :

D=(4;ii)=(A4B) avec ii=AB
'=(4";u')=(4"B") avecu'=4' B’

il et u ' sont deux vecteurs colinéaires donc (AB) et (A'B') sont paralleles.

A=(4;v)=(AC) avec v=AC

A'=(4";v")=(4'C")avec v'=A"C"

v et v’ sont deux vecteurs colinéaires donc (AC) et (A'C'") sont paralléles.

(AB) et (AC) sont deux droites sécantes contenues dans P.

(A'B") et (A'C') sont deux droites sécantes contenues dans P'.
Deux droites sécantes de P sont paralleles a deux droites sécantes de P' donc les plans P et P' sont parall¢les.

6. Calcul vectoriel

6.1. Exercice

ABCD est un tétra¢dre. I est le milieu de [BC]. J est le milieu de [AB]. K est le milieu de [DC]. G est le centre
de gravité du triangle ABC.

—_— 3 —
H est le point tel que DH = 1 DG

Démontrer que les points J ; H et K sont alignés.

11 suffit de démontrer que les vecteurs JH et KH sont colinéaires.

JH=JG+GH

— 1 —
Or, G est le centre de gravité du triangle ABC donc JG= EJC
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o Yellreiz My Yz = (3 == 1== 1=

DG+GH=DH=ZDG done GH=|7~1|DG==2DG=2GD.
== 1= 1 ==

Par suite, JH=§JC+ZGD_

KH =KD+ DH

- = 1 == . 3 ==
Or K est le milieu de [DC] donc KD:ECD . On a aussi DH:z.DG .

Donc Eﬁ:l@+éﬁé
’ 2 4
— == ==\ 3=
KHZE(CG+GD)+ZDG
KH=— —GD+=D

2CG 2G 1 G
— 1= [1 3\==
KH=—CG+|——=|GD

2 2 4
di=lee-1ep

2 4

—— 2—»
Or, CG=§CJ

— 1{2==) 1=
KH=~|%CJ|-~GD
2(3 ) 4

KH=——JC——GD
3 4
Onadonc JH=—KH

Conclusion : les points J, K et K sont alignés.

(Remarque : H est le milieu de [JK])

6.2. Décomposition d'un vecteur en fonction de trois vecteurs non coplanaires

N

; Vet W sont trois vecteurs non coplanaires de l'espace.

|

V' est un vecteur quelconque de I'espace.

On veut démontrer que I'on peut écrire 7 en fonction de i ; Vet W .

On pose i=AB;v=AC;W=AD .

—_—

V=AM
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On pose P le plan (ABC), la droite (AD) est sécante au plan P en A.
La paralléle A, a (AD) passant par M est sécante au plan P en H.

Si H=A alors A, =(A4D), c'est a dire MO(AD), les vecteurs AM et AD sont colinéaires et il existe t€R tel
que AM =t AD=1t .

Donc, V=AM =0z+0v+tW
SiH=M alors V=AM =AH =aii+bv+0%W

Si H#M alors la parallele a (AH) passant par M coupe (AD) en K.
AHMK est un parallélogramme et AM = AH + AK
KO(AD) donc il existe cER tel que AK=c

Et, donc, V=AM =ati+bv+cWw

Conclusion :

tout vecteur de l'espace s'écrit comme combinaison linéaire de trois vecteurs non
coplanaires. On admet que cette écriture est unique.
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7. Géomeétrie analytique

7.1. Repéres et coordonnées d'un vecteur ou d'un point

a) Repéres de l'espace

i;]ez§ sont trois vecteurs non coplanaires de I'espace.
O est un point de I'espace.

(0:i:5K) est

b) Coordonnées d'un vecteur

Pour tout vecteur ¥ de l'espace, il existe un unique triplet de nombres réels (x; y; z) tel que :
V =X i+ y ]+ zl;

Le triplet (x;y; z) se nomme de V dans le repére (0;1;7;%) -

X est de 7.

y est de V.

Z est de V.

=

On note V y

N

¢) Coordonnées d'un point

-

dans le repére (O;i; j; k) sont les coordonnées du vecteur OM dans le méme
repere.

On note M(x;y;z) .

d) Remarques

(O ,1 ;3’ ; 7;) est un repere de l'espace.

| x . x' o x+x'
4 SiViy|etV'|y' [alors V+V'| y+y’
z z'! z+z'
X _ Ax
d SiV|y |eth€ERalors AV | Ay
z Az
| x . x'
4 Vecteurs colinéaires : V'|y |etV'| y’
z z'

Si ¥V #0 c'est a dire x#0 ou y#0 ou z#0 alors V et V' sont colinéaires si et seulement si il existe un réel ¢ tel
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X'=tx
que V'=tV donc | y'=ty .
z'=tz
Exemple 1
|2 | 3
V| 3 V' —1
—4 4
3
-2
—= tX2
3
—1= tX3 On obtient un systéme de 3 équations a une inconnue.
4
—=tX(—4
2 =ix(-4)
—1
t=
3
t=— Donc ! =_T et les vecteurs ¥ et /' sont colinéaires.
-1
t=—o
3
Exemple 2
|1 =5
Vi o0 Vo2
-4 20
—5= tXxl1
2= tX0
20=tx(—4)
t=—5
0t=2
t=—5

L'équation 0¢=2 n'admet pas de solutions donc les vecteurs V et V" ne sont pas colinéaires.

7.2. Représentations paramétriques d'une droite

(O ,1 ;j ; %) est un repere de l'espace.

a
a) D est la droite passant par 4 ( X405V 45 ZA) et de vecteur directeur u#| b |. a#0oub+#0 ouc#0
c

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés

Page 9



Q3 Meilleur en maths

M(x;y;z) appartient a D si et seulement s'il existe un réel ¢ tel que AM =t 1, c'est a dire :
X—X,=at
y—ya=bt
z—z,=ct
x=at+x,

On écrit, { y=bt+y, ¢€R
z=ct+z,

Ce systéme se nomme

Exemple :
-1
A(1;-2;3) ul 3
2
x=—t+1
D=(A;i) {y=3t-2 t€R
z=2t+3
x=-—1
Pour t=2 {y=4

z="17
Le point B(-1;4;7) appartient a la droite D.

Le point E(_—l ; —% ; —2) appartient-il ala droite D ?

2

3
~1 1 .. 3 =2
= t+1 t= —+1=2
2 22 21
~1 1., 3 t=—
—=3t-2 3t=——t2=2
2 2 2 _25
—2=21t+3 2t= —3-2 t=5>

Donc, E n'appartient pas a la droite D.

b) D est la droite (AB)

Alx,59.42,) B(xp3 53 25) A#B
D=(4; ZZ?) (par exemple, on peut aussi écrire D =(B;§Zl) ou...)

Xp — Xy
AB Ys— Va
Zp T 2y

x=(xB—xA)t+xA

D: {y=(ys—yJi+y, teR
Z=(ZB—ZA)H-ZA
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¢) Demi-droite [AB)

MU[AB) si et seulement si AM et AB sont colinéaires et de méme sens donc il existe un réel positif 7tel que :
AM =t 4B
X=(XB—XA)t+XA

(AB): | y=(yp=yJt+y, 1€[0;+oo]
Z:(ZB—ZA)t+zA

d) Segment [AB]
X=(XB—XA)‘[+XA

[AB]: { y=(ys—ya)t+y, t€[0;1]
z:(zB—zA)t+zA

7.3. Positions relatives de deux droites

On considére les droites D=(4;% ) avec7i#0 et D'=(A4"; ;’) avec u ' #0 .
a) Si # ety ' sont alors D et D "sont
Et si A appartient a D "ou 4 "appartient a D alors les droites D et D 'sont confondues.

Et si 4 n'appartient pas a D 'ou 4 'n'appartient pas a D alors les droites D et D 'sont strictement paralléles.

Exemple :
x= 2t-3
D: YT feR
=—t—1
“73
2
D est la droite passant par 4(—3;5;—1) et de vecteur directeur # _11
3
x= —3t'+1
3.,
p: Y= eR
1
=——t'+3
)
-3
.| 3
D 'est la droite passant par 4 '(1;—2;3) et de vecteur directeur u'| 2

N | —
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On vérifie que les vecteurs % et 1 ' sont colinéaires.

—3= 2a a=—i
3 2
- —= —a 3
u'=ail < {2 = {a=—3
2
1 1
__:§a a:—3—
2

— 3.
Donc, u'=—=1

2

On veut déterminer si le point A appartient ou n'appartient pas a la droite D .

—3= —-3t'+1 —3t'=—4 t,_4_
3 3 3
S5==t'-2 ~t'=7
2 o {2 o t,_&
1 1 3
—l=—=t'+3 ——t'=—4
2 2 t'= 8

Donc A n'appartient pas a D’

Conclusion : les droites D et D 'sont strictement paralléles.

b)Si tietu’ alors Det D'
On détermine alors l'intersection des deux droites.
S'il existe un point d'intersection alors les deux droites sont sécantes.

S'il n'existe pas de point d'intersection alors les deux droites ne sont pas coplanaires.

Exemple
x= t—3
D:{y=-2t+1 teR
z=3t-2
1
D est la droite passant par 4(—3;1;2) et de vecteur directeur #| — 2
3
1
= 2t'——
: 2
D' {y=4t'+4 t'ER
Z=—t'—3—
2

2
. ’ 1 3 . -
D' est la droite passant par 4 (_E ;45— E) et de vecteur directeur u'| 4

-1
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2=a ZZZ 2_2
u'=an - {4=-2a -
—1=3a a=—L
3

Donc # et u ' ne sont pas colinéaires.

Intersectionde Det D' :

—op- L _apm3_ L3
t—3=2t 3 t—2t'=3 5 2(1)
—2t+1=4t'+4 - { —2t—4t'= 3(2)

3 -3 1
3t—2=—t'-> '=—— 2=
3 3t+t 3 +2 2(3)

On considere le systeme constitué des équations (1) et (2) :
On obtient: —8¢'=8donc t'=—1

5 1
=——2=—
Et, donc ¢ 5 5

On remplace dans 1'équation (3) :

1 1
X—=+(—1)==
3 2 (=1) 2

1 ) . . . ,
On remplace ¢ par ) dans la représentation paramétrique de D ou ¢ 'par -1 dans la représentation de D' pour

obtenir les coordonnées du point d'intersection des droites Det D',

) ) 5 1
Conclusion : Les droites D et D 'sont sécantes en 1 (—5;0;—5)

¢) Remarque :

Si on commence par déterminer l'intersection des deux droites et que 1'on obtient que cette intersection est vide,

on ne peut pas directement conclure car les deux droites sont strictement paralléles ou ne sont pas coplanaires.

7.4. Représentations paramétriques d'un plan

-

(0 ,1 ; ,7%) est un repére de 'espace.

!

a a
a) P est le plan passant parA(x 13 V.524) et de vecteurs directeurs | b |et u'| b’ |. (u etu'ne sont pas
c c'

colinéaires).
M(x;y;z) appartient a P si et seulement s'il existe deux nombres réels 7 et ¢ "tels que AM =tii+t "u’, clest a

dire :
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X—Xx,=at+a't'
Y=Ya=bt+b't"  on écrit:
z—z,=ct+c't’

x=at+a't'+x,
y=bt+b't'+y, t€Rett'eR
z=ct+c't'tz,

Ce systeme se nomme

Exemple :
1 0
Soit P le plan passant par A(1;0;1) et de vecteurs directeurs #|2 | et u'|3
0 1

(On vérifie facilement que les vecteurs % et u ' ne sont pas colinéaires.

x=1t+0t'+1
P: { y=2t+3t'+0 t€lRett'€R
z=0t+1t'+1

: 1 1 ..
Le point B (—;—3 ;—) appartient-il au plan P ?

4 2

1 3
—= t+1 t=—=
4 4
—3=2t4+3t' = { 2t+3t'= -3
Lot f=—1
2 2

my—S iy L3 3
2t4+3t'=2X 4+3>< > D) 3

Donc le point B appartient au plan P.

Le point E(1;1;1) appartient-il au plan P ?

I=t+1 t=0
1=2t+3t" o { 2t+3t'=1
I=1t'+1 t'=0

2t+31"'=2X0+3X0=0#1

Donc le point E n'appartient pas au plan P.

b) Si les points A ; B et C ne sont pas alignés alors P=(ABC)=(A4;AB;AC)

En ayant les coordonnées des points A ; B et C, on détermine facilement une représentation paramétrique de P.

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés Page 14



Q3 Meilleur en maths

c¢) Equations cartésiennes d'un plan

-

On reprend l'exemple du plan P=(4;%;7) .

A(1;0:1);

=N

etLT’3
1

M (x;y;z) appartient au plan P si et seulement s'il existe deux nombres réels # et ¢ tels que :

x=t+1 t= x-—1 t= x—1
y=2t+3t" o { y=2(x—1)+3(z—1) = {t'= z—1
z=t"'+1 t'= z—1 y=2x—-2+3z-3

M(x 3 Vs z) appartient au plan P si et seulement 2x—y+3z—5=0.

Cette équation se nomme

d) Remarque :

Dans la lecon suivante (le repére sera choisi orthonormé), on déterminera plus rapidement une équation

cartésienne d'un plan et on étudiera les positions relatives d'une droite et d'un plan.
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