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1. Produit scalaire de I'espace

1.1. Introduction

Soient # et v deux vecteurs de l'espace. On choisit A un point de 1'espace et les points B et C sont déterminés de

maniere unique par i=AB et v=AC .

4 Si les vecteurs i et ¥ ne sont pas colinéaires, le plan P=(ABC) est l'unique plan contenant A ; B et C.

4 Si les vecteurs # et ¥ sont colinéaires, il existe une infinité de plans contenant les trois points : A ; B et
C.

4 Le produit scalaire dans 1'espace des vecteurs # et V est égal au produit scalaire des vecteurs ABet AC
dans le plan P.

4 On admet que le produit scalaire des vecteurs i et v ne dépend pas du point A.

1.2. Définition

i et v sont deux vecteurs de I'espace. On nomme des vecteurs i et v

le nombre réel noté -V égal a :

d 0 si 1'un au moins des vecteurs # et ¥ est nul.

'angle (ZE, ZE‘) dans le plan P contenant A;B et C.

4 ||| |[¥]|cos (T; V) si les deux vecteurs Z et ¥ sont non nuls. (I'angle (ii;7V) est

1.3. Propriétés

Pour tous vecteurs de I'espace #Z ; V et W et pour tout nombre réel k£, on a :
d u-v=vu

4 U-(V+W)=u-v+i-w

4 (+7)-Ww=u-w+vWw

a (ki) v=1(kv)=kx (@)
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Pour tous vecteurs de l'espace i etV,ona:
4 u-i=u =l
- - - - - —- - - 1 - - - -
4 G+ VIP=I[TIP+2(G-9)+9IF et (7)== (@ +3IP=l[zl~ )
— - - - - - - - 1 - - - -
4 6=V =lGIF~2(G-9)+HITIF et (@-9)= (lzIF+ [Pz +7]F)

(0 ,1 ;3’ ; _IE) est un repere orthonormé de 1'espace.

!

X X

Siu|y |etv|y’ |alorsii-V=xx'+yy '+zz" et ||| =x"+ y’+z°
z z'!

Les vecteurs # et ¥ sont si et seulement si U-v=>0

1.4. Exemples

ABCDA'B'C'D' est un cube et AB=a ( a est un réel strictement positif).
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Calculer les produits scalaires suivants :
AB-AC ; AC-AC'; AB-AC' et AC-AD'

P=(ABC)
B est le projeté orthogonal de C sur (AB), donc E.ZE:ZE.ZE:ABZZ||Z§||2:A32:a2 .

P=(ACC)
C est le projeté orthogonal de C' sur (AC), donc ZE‘-A_CT':ZE.ZE:ACZZ||Z€*||2:AC2:(\/§a)2:232

AB-AC'=AB-(AC+CC')=AB-AC+ AB-CC"

Les vecteurs AB et CC ' sont orthogonaux donc AB-CC'=0

Donc, AB-AC'=AB-AC=a’
AC-AD'=AC-(AD+DD")=AC-AD+AC-DD'=AC-AD+0=d"

Pour calculer les produits scalaires demandés, on peut aussi utiliser un repere orthonormé.

2. Equation cartésienne d'un plan

2.1. Démonstration d'une propriété

Propriété : Si une droite D est contenues dans le

plan P alors la droite D est

Démonstration :

d, etd, sont deux droites sécantes en I contenues dans le plan P.
u, est un vecteur directeur de d, .
i, est un vecteur directeur de d, .

¥ est un vecteur directeur de D.

3
<
I
o

D est orthogonale & d, et d,, donc #;-V=0 et

o
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Soit A une droite contenue dans P. W est un vecteur directeur de A .

Les vecteurs i} ; i, et W sont coplanaires.

Les vecteurs i, et i, ne sont pas colinéaires (car les droites @, et d , sont sécantes) donc W est une combinaison
linéaire de i et it .

C'est a dire, il existe deux réels a et b tels que W=au,+b i,

Ww-v=(au;+bit;)v=(air;)v+(bir,) vV=alu;-V)+b (1, V)=ax0+bX0=0

Donc les vecteurs W et vV sont orthogonaux et les droites A et D sont orthogonales.

2.2. Définition

P est le plan passant par A et de vecteurs directeurs i et ¥

On nomme au plan P tout vecteur non nul 7 orthogonal a tout vecteur

du plan P.

2.3. Remarque

7i est un vecteur normal au plan P su et seulement si 7 est orthogonal aux vecteurs % et v

2.4. Détermination de I'ensemble des vecteurs normaux a un plan

-

(0 ,1 R _IE) est un repere orthonormé de 1'espace.

a) Exemple 1

1 5
P est le plan passant par 4 (x5 70;2,) et de vecteurs directeurs | — 2 | et ¥| 2
3 -1

On vérifie que les vecteurs % et ¥ ne sont pas colinéaires.

1=5% x=§
Bohd o | —2=2% o
i e —1
he —3

Donc les vecteurs i et ¥ ne sont pas colinéaires.
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a

1| b | est normal au plan P si et seulement si :
c

P - > a_2b+3C:0

nu=0et nv=0 < Sat2b—c—=0

On doit résoudre un systéme de 2 équations a 3 inconnues.
Pour cela, la méthode est de choisir 2 inconnues et la troisiéme joue le réle de parameétre.

a—2b=-3c¢
5a+2b=c¢

1 16 4
On obtient 6a=—2 ¢ soit a=-zc et 12b=16c¢ soit b=ﬁc=§c,
78 —lC'iC'C
c 3 93 D

Pour ¢=0, on obtient le vecteur nul.

L'ensemble des vecteurs normaux au plan P est I'ensemble des vecteurs non nuls colin€aires au vecteur

—[ 1 4
N|=-%;5:1].

Pour ¢=3, i;(—1;4;1) est un vecteur normal au plan P.

Il n'est pas nécessaire de connaitre les coordonnées du point A pour déterminer les vecteurs normaux a P.

b) Exemple 2
2 —4
P est le plan passant par 4 (X4574:20) et de vecteurs directeurs #| 1 |et ¥[—2
-2 5

On vérifie que les vecteurs % et ¥ ne sont pas colinéaires.

D=—4) |

H=AD o | 1=—2% o | A= —=
_2=5% ;

= —Z

5

Donc les vecteurs i et ¥ ne sont pas colinéaires.

a
1| b | est normal au plan P si et seulement si :
C

2a+b—2¢=0
—4a-2b+5¢=0
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On ne peut pas choisir a et b pour inconnues et les exprimer en fonction de ¢, mais on peut choisir a et ¢
comme inconnues et b comme parametre.

2a—2c=-b
—4a+5¢c=2b

On obtient ¢=0 et a:—%b

1
n,|—=b;b;0
nb( 2 ’ ’ )
Pour b=0, on obtient le vecteur nul.

L'ensemble des vecteurs normaux au plan P est l'ensemble des vecteurs non nuls colinéaires au vecteur
= 1

N|——;1;0].

Pour b=2, i;(—1;2;0) est un vecteur normal au plan P.

On admet qu'il existe une infinit¢ de vecteurs normaux a un plan donné et que tous ces vecteurs sont

colinéaires.
2.5. Equation cartésienne d'un plan

a) Remarque
Soit 7i un vecteur normal au plan P passant par A.

M appartient au plan P si et seulement si AM -7=0

b) Théoreme

(0 ,1 ;3 ; 7;) est un repere orthonormé de 1'espace.

a
Siiest le plan passant par A et de vecteur normal7i|b |alors
¢

est une équation de la forme ax+by+cz+d=0 (avecd

nombre réel).

Démonstration :

A(x4590320) et M (x3y;2)
M appartient au plan P si et seulement si :
AM 7=0 = a(x_xo)+b(y_yo)+c(z_zo)=0

o ax+by+cz—(ax,+by,+cz,)=0
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On pose d =—(ax,+ by, +cz,)

e ax+by+cz+d=0

¢) Réciproquement

a€R; beR ; ceR ; deR
Sia#0oub#0ouc#0 alors :

M(x;y;z) tels que ax+by+cz+d=0 est

S
a S Q

Démonstration :

On détermine les coordonnées d'un point A telles que ax,+by,+cz,+d =0 .

Par exemple, si a# 0 alors on pose y,=2,=0 et x)=—=

1

ax+by-+cz+d=0 . N _

ax0+gy0+czo+d=0 e {a(x—x0)+b(y—y0)+c(z—zo)=0 = 7n-AM =0avecn| b | = M appartient au plan
c

passant par A et de vecteur normal 7i .

2.6. Projeté orthogonal d'un point de I'espace sur une droite

(0 i ;3 ; _IE) est un repere orthonormé de l'espace.

5
A (l —2; 2) . d est la droite passant par B(S ; 4;3) et de vecteur directeur u| 1
-1

d est le point d'intersection H de la droite d et du plan P

passant par A et de vecteur normal 7 .

x=5+5t
La représentation paramétrique de d est { y= 4+t teRR
z=3—t

Recherche de 1'équation cartésienne de P :
M(x;y;z)  A(1;-2:2) ul 1

MEP « AM-71=0 < 5(x—1)+(y+2)—(z-2)=0 = 5x+y—2z—1=0
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Applications.

On détermine l'intersection de la droite d et du plan P

x=5+5t

y=4+t

z=3—t

S5x+y—z—1=0
5(5+5¢)+(4+1)—(3—¢)—1=0
254+25t+4+t—-3+1t—1=0
27t+25=0

10 83 106
Done H(27’27’ 27 )

2.7. Plans perpendiculaires

P est un plan de vecteur normal 7i .
P' est un plan de vecteur normal n'

Les plans P et P' sont perpendiculaires si et seulement si les vecteurs 7i et n' sont

orthogonaux.

3. Perpendiculaire commune a deux droites non coplanaires

On veut démontrer le résultat suivant :

Sid,etd,sont deux droites non coplanaires alors il existe une unique droite D

perpendiculaire 3 d, etd,.
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Démonstration :

Rappel : Deux droites perpendiculaires sont deux droites orthogonales et sécantes.

Pour résoudre ce probléme, on propose de procéder par analyse et synthése.
Analyse
On suppose le probléme résolu, c'est a dire il existe D sécante en H,a d,eten H,a D, et orthogonale a @,
et d,.
d, est la droite passant par 4, et de vecteur directeur ] .
d , est la droite passant par 4, et de vecteur directeur 5 .
d'| est la droite passant par /1, et paralléle a d, .

d ', est la droite passant par | et parallele a d, .

D=(H1H2)

H  H, est un vecteur normal au plan P, passant par 4, et de vecteurs directeurs i et it .
H | H, est un vecteur normal au plan P, passant par 4, et de vecteurs directeurs ] et i, .

IT, est le plan contenant d, et d ', c'est a dire le plan contenant &, et perpendiculaire aux plans P, et P, ou c'est
a dire le plan passant par 4, et de vecteurs directeurs it et 7i (vecteur normal a P, et P,).

IT, est le plan contenant d, et d ', c'est a dire le plan contenant d , et perpendiculaire aux plans P, et P, ou c'est
a dire le plan passant par 4, et de vecteurs directeurs i, et 7i (vecteur normal a P, et P, ).

Synthese
d, et d , sont données non coplanaires donc ] et #; ne sont pas colinéaires.
IT, est le plan passant par 4, et de vecteurs directeurs ¥, et 7 .

IT, contient la droite D, passant par 4, et de vecteur directeur 7 .
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IT, est le plan passant par 4, et de vecteurs directeurs 4 et 7i .

IT, contient la droite D, passant par 4, et de vecteur directeur 7i .
IT, et I, sont deux plans sécants car les vecteurs 7i ; i, et i, ne sont pas coplanaires.

Soit D la droite d'intersection des plans I, et IT, .

D, est contenue dans I1, et D, est contenue dans I1, et D et D, sont paralléles ; le théoréme du toit nous
permet de conclure que la droite D d'intersection de IT, et IT, est paralléle a D, et D, donc de vecteur directeur

-

n.

Les vecteurs 7 ; i} ;1 ne sont pas coplanaires donc d, est sécante a I, en H, et d, est contenue dans I1, donc
H,eD.
Les vecteurs 7 ; i, ;14; ne sont pas coplanaires donc d, est sécante a I1, en H, et d, est contenue dans I1, donc
H,ED.

St

Conclusion :
D est orthogonale a d, et d, (car 7i est un vecteur directeur de D ), D est sécante ad, en H etad,en H, .

D est donc la perpendiculaire commune a d | et d, .
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