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1. Exemple

On considére 1'expérience aléatoire consistant a lancer deux pieces de monnaie bien équilibrées.

1.1. Simulation
On consideére 1'événement « Obtenir 2 fois pile » que 1'on note 2P.

La simulation utilisant le tableau openOffice de dix séries de n lancers de deux piéces a permis d'obtenir, pour
différentes valeurs de n, les fréquences de 2P suivantes :

n=100 |0.22| 0.27/0.32| 0.19/0.25|0.25|0.20| 0.26| 0.25 [0.27

n=1000 [0.249|0.247/0.243/0.2410.2610.250 0.2700.277/0.200 0.261

n=10000 |0.255/0.254/0.2530.255/ 0.244{0.247|0.2370.252/0.243 0.242

Simulation :

AP, on associe 1 et a F, on associe 0.

En A, : =Alea.entre.bornes(0;1)

En B, : =Alea.entre.bornes(0;1)

En C, : =A*B;

Pour 2P, on obtient 1 et pour PF ou 2F, on obtient 0.

En E, : =Somme(C,;C,)

En E,=Ei/n

On obtient la fréquence en n épreuves.

On choisit Q={2P;2F;PF} comme ensemble des résultats possibles ou ensemble des issues ou univers.

Etant donnés les résultats des simulations, on peut proposer comme loi de probabilité sur Q:

w, 2P 2F PF

P 0.25 0.25 0.5

1.2. En recherchant une situation d'équiprobabilité

La loi de probabilité est dite lorsqu’elle associe la méme probabilité a chaque issue.
On choisit comme univers :
Q'={(P;P);(P;F);(F;P);(F;F)}

Pour cela, il suffit de différencier les 2 pieces.
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w; (P:P) (P:F) (F;P) (F;F)
Pi 0.25 0.25 0.25 0.25
On peut représenter I'univers en utilisant un arbre.
1 P
P
1
- 1 E
2
1 P
) -
F
1 F
2

1.3. Des autres événements

Soit D I'événement : « Obtenir un double » (obtenir 2 fois pile ou 2 fois face)

Soit E I'événement : « Obtenir au moins une fois pile »

Calculer les probabilités des événements : D ; E ; DnE et DUE

P(D)ZP(P;P)JrP(F;F):%Jr%:%

P(DAE)= P(P;P) :%

P(DUE)= P(P;P)+P(F;F)+P(P;F)+P(F;P)=1

1.4. Utilisation d'une variable aléatoire

Pour une mise del€, un joueur est invité a lancer 2 pieces de monnaie. Il gagne 1€ pour chaque pile obtenu et

perd 1€ s'il n'obtient aucun pile.

On désigne par X la variable al€atoire associant a chaque lancer le gain algébrique du joueur.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Combien le joueur peut-il espérer gagner par partie ?
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a) Pour (P;P) : 2-1=1€
Pour (P;F) : 1-1=0€
Pour (F;P) : 1-1=0€
Pour (F;F) : -1-1=-2€

X; -2 0 1
P(X=x) 0.25 0.5 0.25
b) E(X)=—2><l+0><l+l><l=—0 25
4 2 4 ’

Le joueur effectuant « un grand nombre de parties »peut espérer « gagner » en moyenne : -0,25€ , c'est a dire
perdre 0,25€ par partie)

2. Vocabulaire
Q={w; W ;... ;t} ensemble fini est

Wi W ;... ;W sont

Les parties de Q (c'est a dire les éléments de 2(Q)) sont

{w} est que 1'on confond souvent avec I'éventualité .
[ est

Q est

Si A est non vide de Q alors A est une

Si A et B sont deux parties de Q alors ALIB est I'événement A ou B et AnB est I'événement A et B.

Si A est une partie de Q et A son complémentaire dans Q alors A est de A.
Rappel :

.~ , : - : , o AUA=Q
Si A est le complémentaire de A dans Q alors A est I'unique partie de Q vérifiant : ANA=Q

Si A et B sont deux parties de Q telles que ANB=4 alors on dit que les événements A et B sont

3. Espaces probabilisés finis

3.1. Définition

Q est un ensemble fini. P est une application qui a toute partie de Q associe un nombre
réel compris entre 0 et 1. On dit que P est une probabilité sur Q si et seulement si

P(Q)=1 et pour tous événements A et B incompatibles (ANB=0) on ait P(ALOB)=P(A)
+P(B).
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3.2. Propriétés

a) QUO=Q et QN O=0
P(Q)=P(QL18)=P(Q)+P(Q)

Donc :

b) A et B sont deux événements et AL] B (c'est a dire tous les éléments de A appartiennent a B).

On pose A= A NB

A, est I'ensemble des éléments de B n'appartenant pas a A.

Donc, B=AO( A NB)=ALA,

OnaANA=AN( A NB)=0

Donc, P(B)=P(ALA,)=P(A)+P(A))

Or, P(A))=1 (la probabilité¢ d'un événement est un nombre compris entre 0 et 1).
Donc, P(B)=P(A)

Si AOB alors P(A)<P(B)

On dit que P est

c) Pour tout événement A, on a :
AOA=QetAN A=0
P(Q)=P(AO A )=1=P(A)+P( A)

Donc,

P( A =1-P(A)
Ou

P(A)=1-P( A)
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d) Généralisation
n est un entier naturel supérieur ou égal a 2.

SiAi; As; Azl A, sont 1 événements incompatibles 2 a 2 (c'est a dire pour tous entiers naturels distincts 1 et

j compris entre 1 et 7 ANA=0) alors P( CJIAi):Z P(4,)
= i=1

¢) Probabilité d'une réunion de 2 événements

A et B sont deux événements. On veut déterminer la probabilité de ACIB. On ne suppose pas que ANB=0

I=ANB est I'ensemble des ¢léments communs a A et B.
[,=AN B est I'ensemble des éléments de A n'appartenant pas a B.

L= A NB est l'ensemble des éléments de B n'appartenant pas a A.

AOB=(ANB)J(AN B)( A NB)

AOB=101,01,

Les événements I ; I; et I, sont incompatibles deux a deux, donc :
P(AOB)=P(I)+P(I1,)+P(L,)

Or, A=(ANB)J(AN B)

Les deux événements (ANB) et (AN B ) sont incompatibles.

On obtient :

P(A)=P(ANB)+P(AN B)

Soit :

P(AN B )=P(A)-P(ANB)
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De méme, B=(ANB)0( A NB)
D'ou, P(B)=P(ANB)+P( A NB)
Soit :
P( A NB)=P(B)-P(ANB)
Conséquence :
P(AOB)=P(ANB)+P(A)-P(ANB)+P(B)-P(ANB)
Conclusion :

P(AOB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

4. Lois de probabilité

4.1. Cas général

Q={0r; 0 ;... 3000}

P est une probabilité sur Q.

On note M=P({w})=P(w) ; M=P({ux})=P(wy) ; ... ; M.=P({wn})=P(wy).
Pour tout entier naturel 1 compris entre 1 et 7, ona 1<[<n

0= U {o;}

Pour tous entiers naturels distincts 1 et j compris entre 1 et 72 ., on a w#w; donc {Lx} N {w}=4.
P(Q)=P(U {0;})=2 P({o})=2 T=1
N 1 i=1

Donc : Zn: I1.=1

i=1

Conséquence :

Si on connait les '; on est capable de calculer la probabilité de tout événement.

La donnée des I1; est , on donne généralement la loi de probabilité sous forme de tableau.
Wi | Wy | Wy w,
P@)| T | T h
Rappel :

Si on détermine les M; aprés expérimentation ou simulation, alors si p est la probabilité d'un événement et f , la

fréquence de réalisation de cet événement lorsqu'on répéte I'expérience n fois, la distance |/, — p\ reste, dans au

moins 95% des cas, inférieur a —\/7 .
n
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4.2. Probabilité uniforme ou loi équirépartie

On dit que la loi est lorsque tous les événements ¢lémentaires ont la méme probabilité donc :

n1: |—|2= . ..=|_|n

Or, Zn: IL,=1=nlII,

i=1
Donc, pour tout entier naturel compris entre 1 et n :

11
P(wi)_ n  card Q

A est une partie de Q.
Si A=4 alors P(A)=0

S1 A={w, ;ux; lors P(A)=I1>+11 +I‘I—l+l+l=§
1 _{(02 a(*)-%(*)ﬁ} alors ( )_ 2 3 6~ n n n o n
Or, 3=card A
card A
P(A4)=
Done, P(4) card Q)
Conséquence :

Si la loi est équirépartie alors résoudre un probléme de probabilité revient a résoudre un probléme de

dénombrement.

5. Variables aléatoires

5.1. Exemple

On considere I'expérience aléatoire consistant a lancer trois piéces de monnaie bien équilibrées. Il y a 8 issues a
cette expérience.

Q={PPP;PPF;PFP;FPP;PFF;FPF;FFP;FFF}
On suppose que la loi est équirépartie (c'est a dire la probabilité de chaque issue est 3 ).

Pour une mise de 1€, un joueur est invité a lancer 3 piéces de monnaie, il gagne 2€ pour chaque pile obtenu et

perd un euro pour chaque face. On note X la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur.
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5.2. Définition

Soit Q un univers fini muni d'une probabilité. On nomme réelle

toute application de Q dans IR.

Notation :
Q={w; 0 ;... ;0n}
X(0,)=x,

On classe les X, dans l'ordre croissant : X;<X,<...<Xx,<...<Xx,
(attention X, n'est pas nécessairement l'image de ®; par X)

A={x1;x2 ;... ;x,} est l'univers image.

(X={xc)={ 00, X () =xi}
(X={xx}) est un événement.

SixJX alors (X=x)=0

Pour l'exemple :
X(PPP)=3x2—-1=5
X(PPF)=2x2—1x1-1=2
(PFP)=2x2—-1x1-1=2
(FPP)=2x2—-1x1-1=2
(PFF)=2x1-1x2—1=-1
(FPF)

(FFP)

(FFF)

M

N

FPF)=2X1—-1X2-1=-1
FFP)=2X1-1X2—-1=-1

X(FFF)=0X2-3X1-1=—4
A={-4;-1,2;5}
(X=-1)={PFF;FPF;FFP}
(X=0)=0

S

5.3. Loi de probabilité

Soit l'univers Q muni de la probabilité P et X une variable aléatoire réelle sur Q.

On nomme de X, l'application ¢ de IR dans [0;1] définie par
¢(x)=P(X=x).
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SixU{xi; x2 ;... ;xp} alors cp(x)=0

Pour xU{xi; x2 ;... ;x,}, on dispose les résultats sous forme de tableau.

Pour I'exemple :

1 3 3 1
P(X=—4)=— P(X=—1)== P(X=2)== P(X=5)=—
(X=—d)=3  P(x=—1)=3  P(x=2)=3 (x=5)=¢
X, -4 -1 2 S
P(X=x,) 1 3 3 1
8 8 8 3
5.4. Notation

x€R

(X=x)={w, X(w)=x}
(X<x) est un événement.
Si x<x; alors (X<x)=0

Si x, <x alors (X<x)=Q

Pour I'exemple :

(X<-6)=0

(X< /3 )=(X=-4)0(X=-1)={FFF;PFF;FPF;FFP}
(X<6)=Q

5.5. Espérance mathématique

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un univers fini Q muni de la probabilité P et prenant les valeurs

X5 Xp5... X,

On nomme de X le réel noté E(X) défini par :

E(X)=xXP(X=x)+x,XP(X=x,)+...+P(X=x,)

Pour I'exemple :

E(X)=—4><l—1><§+2><§+5><1=%

8 8 8 g5 0
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5.6. Variance

On nomme de X le réel noté Var(X) défini par :

Var(X)=(x,—E(X ) XP(X=x,)+(x,—E(X))’XP (X =x,)+...4(x,—E(X)XP(X=x,)

Var(X)=x{XP(X=x,)+x3XP(X=x,)+...+x X P(X =x,)—(E(X))

Pour I'exemple :

Var(X)z(—4—0,5)2><%+(—1—0,5)2><%+(2—0,5)2><%+(5—O,S)zxé

Var(X)=6,75=%

On peut vérifier :

1 203, 203, 201 2 27
—4PX—+(—1)PX 242’ X2 +5" X -—0,5°=6,75==~
(4P g+ 1P+ X255 —057=6,75=2
5.7. Ecart-type
On nomme d'une variable aléatoire réelle X le réel noté 0(X) défini par :

O(X)Z\/VGV(X)

Pour l'exemple :
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