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&Y Meilleur en maths Compléments : calcul matriciel

1. Ecriture matricielle d'un systéme linéaire et résolution d'un systéme

1.1. Systéme de deux équations du premier degré a deux inconnues

a;b;c;a';b'";c' sont des nombres réels donnés.

)

ax+by=c
(S) [afx+bly:cf

x et y sont les inconnues.

4o 34

(s)=A.X=Y |

A .X=Y estla notation matricielle du systéme (S)

Remarque :

On peut aussi noter :

A’:(Z ‘2) x'=lx v'=le ¢

(s)=X . A=Y

1.2. Matrices inversibles de dimension 2*2

a) Remarque

A:(z b ) a;b;c;d sont des nombres réels.

d

ol )

—c a
AXB=C=(c;))
¢, ,=ad—bc c,=—ab+ab=0
¢, =dc—dc=0 c,=—bc+ad
_[ad—bc 0 \_( 1 0
C‘( 0 ad—bc)_(ad bc)(o 1)

On vérifie de méme que BXA=C.

b) Conséquence

BetAXD=DxXA=I

Si ad —bc#0 alors on pose wd—be

Donc A est inversible et D est son inverse :
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@ Meilleur en maths

c) Théoreme

|ad —bc#0 |, Son inverse est alors égal

. , . . a
La matrice carrée de dimension 2*2 : A:(
C

b
d) est

ad —bc

—=b

—C

si et seulement si

On nomme

1.3. Résolution du systeme de deux équations du premier degré a deux inconnues

Q) (s)oA.X=Y

de la matrice A le nombre réel ad —bc .

Si le déterminant de A est non nul, alors :

A%

(AXX)=A"'XY

(A'XA)xX=A"'XY
IXX=A"'XY

b) Exemple

(S) [5

5
A=
¥

ad—b

Aest inversible et 4~ '=

x—2y=3

x+2y=1

H

c=10+16=26

On obtient :

x|_1[2 2}3

vl 26{—-8 5/\1

X :L 6+2

y/| 26\—24+5
x|_1/[38

y] 26\-19

_8_4 _19

Dong, X—% 3 et 26 "
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@ Meilleur en maths

c) Remarques

4 Sion consideére : A'Z(_S2 g) x'=lx y y'=(3 1)
Alors, X'XA'=Y'&X'=Y 'x A"
i1 [2 -8
Al=—
Avec, 5 6( ’ 5
4 Les calculatrices et les logiciels de calcul formel donnent souvent des valeurs approchées des
coefficients de A~ . C'est pour cela qu'il faut connaitre le calcul de A" pour avoir les valeurs exactes.

) et on obtient le résultat.

1.4. Systéme de trois équations a trois inconnues

ax+by+cz= d
(S) { a'x+b'y+c'z=d’ a;b;c;a';b';e’;a’';b' ;¢! sont des nombres réels donnés.
a!lx+b7!y+c!!Z:dI!

X ; y et z sont les inconnues.

a b c X d

A=| q' b’ c' X = y Y= 4’
a!! bll rr z dl!

()= A.X=Y |

A.X=Y

Remarque :

On peut aussi noter :
a a! a!!

A'=lp b b x'=lx » z v'=ld d' d"
c C! c!(

(s)eX . A=Y

1.5. Résolution du systeme de trois équations du premier degré a trois inconnues

(s)®A.X=Y

Si A est inversible (aucun calcul n'est au programme de TS) alors l'inverse de A est donné par 1'utilisation d'une
calculatrice ou d'un logiciel.

Exemple
Sx+2y—4z=-14
3x—4y—4z=-1,.2

—x—2y+2z=22
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5 2 —4 x 14
A=| 3 —4 —4 X= y Y= —-1,2
-1 -2 2 z 2,2

1 0,36 —0,09 0,55
En utilisant le logiciel géogébra, on trouve que A est inversible et 4 ={0,05 -0,14 —0,18

0,23 -0,18 0,59

X=A"'XY
0,8

X=[-03
1,2

1.6. Généralisation

n est un entier naturel supérieur ou égal a 2.

A =(ai ,-) est une matrice carrée de dimension nXn .

X, ... X, sont les inconnues.
Y, ... Y,sont des réels donnés.

a, X, +a,x,+...+a,nx,=y,
ay X taynX,+..+ta,nx,=y,
a,lx+a,2x,+...+a,,x,=y,

(s)=>A.X=Y |

Si A est inversible alors X=A"'xY

2. Suites de matrices colonnes veérifiant Un+1=A*Un+B et de matrices lignes
Vn+1=Vn*A'+B'’

2.1. Rappel suites numériques

a) a et b sont deux nombres donnés et a#0 et a#1
(un) est la suite définie par son 1* termu #, et pour tout entier naturel » :
u, ,=au,+b

u,=au,+b

uzzau1+b=a(au0+b)+b=a2 uy+ab+b

u,=a’ ug+(a+1)b
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Q3 Meilleur en maths

us=a(uy+b)=a(a’ ug+ab+b)+b
us=a’+a’b+ab+b

us=a’ uy+(a*+a+1)b

On conjecture pour tout nombre entier naturel non nul 7 :
-1 -2
u,=ay"+(a" '+a" " +.. +a+1)b
(On peut démontrer ce résultat en effectuant un raisonnement par récurrence)

l+a+a’+...+a" " est la somme des premiers termes d'une suite géométrique de raison a !;

l+a+a’+..+a" '=

1—a" b

—_ n
Et, u,=a u,+ —,

. . n ) b
Si —l<a<lI alors 1Im @ =0 donc lim u,=
n>+o0 n=>+ow l_a

Remarque :

b _ab+b—ab _ b
+h= =
—a 1—a 1—a

X
77

Si on pose z:% alors [=al+b

b) Exemple

(u,) estla suite définie par 1,=0 et pour tout entier naturel n : u,,;=0,8u,+1 (a=08cth=1).
Soit f* la fonction numérique définie par f (x)=0,8x+1

D est la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O; i; j) .

f(u,)=u,., Donc u,,, est l'ordonnée du Point M, d'abscisse #, . (M, est un point de D).

K, (un ;un) est le point de la droite A d'équation y=x d'ordonnée u,, .

M4
M3 K5

M2 K4
K3

MO K2

K1

0 1 2 3 4

On conjecture que la suite (u,) converge vers l'abscisse (ou l'ordonnée) du point I des droites D et A
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y=x
Donc, x=0,8x+1
0,2x=1

1

=—=5
*T02

[y=0,8x+1

On considére la suite (V,,) telle que pour tout entier naturel n : v,=u,—5 .
Vi1 = Uy

v, =5—(0,8u,+1)

v,,,=5-08(5-v,)—1

vV, =5—4+0,8v—n—1

V=08V,

Donc, (v,) est de vi=5etde 0,8.

Pour tout entier naturel 7 :
v,=v,X0,8"
v,=5%0,8"

—1<0,8<1 donc lim v, _ .

n=>+o0w
Or) u’lzs_vn
lim u, _

n=>+ow

Donc,

2.2. Suites de matrices colonnes ou suites de matrices lignes

P est un entier naturel supérieur ou égal a 2.

A et A' sont des matrices carrées de dimension pXp.

n est un entier naturel.

(U,) est une suite de matrices colonnes de p lignes.

(V,) est une suite de matrices lignes de p colonnes.

B est une matrice colonne de p lignes

B' est une matrice ligne de p colonnes.

(U,) est définie par son premier terme U, et pour tout entier naturel » : U,, =AU +B

(V,) est définie par son premier terme Vet pour tout entier naturel n : V,,,=VA' +B'

a) On suppose savoir calculer : A* ou A '* pour tout entier naturel k (on pose A’=A "°=1)
U,=AU,+B

U,=A(AU,+B)+B

U,=A’U,+AB+B

U,=A’U,+AB+B
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U,=A’U,+(A+I)B

U,=AU,+B
U,=A(A’U,+(A+I)B)+B
U,=A’U,+(A’+A)B+B
U,=A’Uy+(A’+A+1)B

On conjecture que pour tout entier naturel 7» :

U,=A"U-0+(A"""+A"?+..+A+I)B

n—1
k
A

U,=A"U,+ B
k=0

On peut vérifier ce résultat en effectuant un raisonnement par récurrence.

Remarque : on démontre de méme que :

n—1
V. =V,A ’”+B‘(Z A"‘)

k=0

b) Exercice

1. Démontrer que pour tout entier naturel non nul & , on a :

a, b, 3 k 3 k 1 k _ 1 k
== . == - —— . =0 - =| ——=
c, dk) avec a, (4) ; b, (4) ( 4) ; Ch ; d, ik

. k
En déduire : klfﬂo A

A=

2. Soit 7 un entier naturel non nul fixé.

n—1

Calculer en fonction de 7, Z A",
k=0

n—1
En déduire, lim Z A*

k>+0 =0

3. On considére la suite (U,) de matrices colonnes a 2 lignes définies par U 02(1

n: U, =AU, +Bavec B=(_53).

lim U,

Déterminer
n=>+ow

1

) et pour tout entier naturel
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1. On veut démontrer en utilisant un raisonnement par récurrence que pour tout entier naturel non nul £ , on a:

b 3\ 3V (1) 1\

Ak: ak k = — . = — ] —— . :0 . = ——

, dk)avecak (4),bk (4 4] G ; dy iR
Initialisation :

3 1 1
Pour k=1, aIZ% : b—lzz—(—z)—l ; ¢,=0etd,= .
A'=A
pour k=1,

Hérédité :

A=A %A
3 k 3 k+1
a; akX +kaO:(Z) X—:(Z)
_ 1
bk+1—ak><1+bk><(——)
4
k k k
A EN A TEN Y
4 4|\ 2 4
k k k+1
b (3] 1 (3] (-1
4 4 \ 4 4
k k+1
bin= 3 l_l -1
4 4 4
k k+1
b= 3 Xé_ -1
4] 73\ 74
3 k+1 1 k+1
b= 4 _(_Z)
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Q3 Meilleur en maths

dk+1:1><ck+(—% xd,
1 1\
d,,,=1X0+|——|X ~Z
1 k+1
d, ..=[——
k+1 ( 4)
Conclusion :

D'apres le principe de récurrence, nous pouvons affirmer que la propriété est vérifiée pour tout entier naturel
nonnul £ .

3\ 3 - (3)
A 2]
3V (1) 3 1 . 1\ lim b
=[=| —-|— —l<=<let—1<—-=<l1 — | = m b, —
by (4) ( 4) ) et ) donc l}irflw( ) etdonc [ “k
¢;=0 donc |11, € =
g =1 timd,_
kT 4 k=>+0 o
. . [0 O
Ainsl, klirﬂoA_(o 0)
n—1 ’
2 Sn71:ZAk: qn—l n—1
k=0 Sn—l tn—l
(3] 4|1-(3
= = — | = = =4—4X
s k_oak i—o\ 4 1_2 4-3
4
1) 1
n—1 n—1 k n
1 4 4 4 4 1
t =) d,= —— | = = ——=X|——
" /; ¢ g&( ) gl 4+1 5 5 ( 4)
4
n—1
s,,=2,¢,=0
k=0
n—1 n n n n
3 4 4 1 16 3 4 1
=) b= t =4 —4X| > | —=+=X|—= | =——4X| = | +=X|[——
it o Ao
lim ¢q, |, _ limr, | _ lim s, | _ lim ¢, | _

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés Page 10



Q3 Meilleur en maths

lim S, =
n=>+o0w O i
5
3. Uo:(ll) U,,=AU,+B

Donc, U,=A"U,+S, B

nl _3
Un:A(1)+Sn—l( 5 )

L'écriture de U, en fonction de 7 est fastidieuse et dans 1'énoncé, on ne demande que

lim A":(O %) ot lim A"U, :(0)

n->+ o O n->+ o 0

lim U,

n=>+o0w

4 16
lim S, = etlimS,_ B=

— 4
5
n->+ow 4 n->+w
0 = 0
5

IFNEVY =N

. 4

1 =

Jm U, (4)
Remarque 1 :

On pose XZ(i)

R A

Donc, | AX+B=X

et,

A X +B=

S AW

Remarque 2 :
On peut considérer un exercice similaire en utilisant des matrices lignes.
32
!’ — 4 1
vo=(1 1] A'= | B=l-3 s
1 N
4
V.=V A'+B’
k k k k
A,k_ak C (3 :é __l ~0 —_l
T (4) > i (4 g) a0 A=y
lim V,=(4 4]
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On note X':(4 4)

| X'=X'A'+B’

¢) Avec les mémes notations que pour le a) :

uU,,=AU +BouV,,,=VA' +B'

On suppose savoir calculer : A* ou A '* pour tout entier naturel & .

On suppose connaitre X une matrice colonne a p lignes ou X' une matrice ligne a p colonnes telles que :
X=AX+Bou X'=X"A'+B’

Donc, pour tout entier naturel n :

U,.,~X=A(U,~X)

U;—X=A(Uo—X)

U,-X=A(U;-X)=A*(Uo—X)

On conjecture :

U,—X=A"(Uo—X)

U,=A"(Uo—X)+X |

On vérifie facilement cette conjecture en effectuant un raisonnement par recurrrence.

De méme :

V,=(Vo—X')A"+X

d) Exercice

[

Pour tout entier naturel non nul » :

an bn _3n+1 2n+1 . b_3 2n+1 2 3n+1 . _3n 2n . d _3 2n 2 3n
c daveca,,— — ; b,=3X —2X ; C,=3 =2 5 d,mIXL —2XS5.

n n

A'=

(On peut vérifier ces résultats en effectuant un raisonnement par récurrence. On proposera un calcul de ces
résultats dans les exercices)

X:(‘(‘.)) . Vérifier que X=AX+B et calculer Un en fonction de 7 .

o2

Donc,
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a, b, |[1
U - n n
’ n d” (O)
n+1 n+1
U= a, |_(3" =2
c, 3"-2"

3. Graphes probabilistes

3.1. Introduction

a) Exemple 1

Deux fabricants de parfum lancent simultanément leur nouveau produit qu’ils nomment respectivement Aurore
et Boréale.Afin de promouvoir celui-ci, chacun organise une campagne de publicité.L’un d’eux contrdle
I’efficacité de sa campagne par des sondages hebdomadaires.Chaque semaine, il interroge les mémes personnes
qui toutes se prononcent en faveur de I’un de ces deux produits.

Au début de la campagne, 20% des personnes interrogées préferent Aurore et les autres préférent Boréale. Les
arguments publicitaires font évoluer cette répartition : 10% des personnes préférant Aurore et 15% des
personnes préférant Boréale changent d’avis d’une semaine sur I’autre.

La semaine du début de la campagne est notée semaine 0.

Pour tout entier naturel n, 1’état probabiliste de la semaine n est défini par la matrice ligne P,,=(a,, b,,) , ou a,

désigne la probabilité qu'une personne interrogée au hasard préfére Aurore la semaine # et b, la probabilité que
cette personne préfére Boréale la semaine 7.

Remarques :
4 Pour chaque semaine, il y a deux issues : A et B
4 On note pour ieIN”, P,:(ai bl.) la loi de probabilité de la i*™ semaine.
Arbre pondéré :
Ona:
PA(A)=0,9 et P»(B)=0,1
Ps(A)=0,15 et Ps(B)=0,85

r====
1 1
1 1
1 1
r==== : A i
1 1 0.9 1 1
1 1 1 1
POA . i
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
0.2 : 1 01 1 B!
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 A 1
0.8 i i 0.15 : :
1 1 1 1
i B 1 : :
1 1 1 1
P P
'L____: 0.85 : B :
. 1 1
semaine 0 : :
1 1

semaine 1

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés Page 13



Q3 Meilleur en maths

a,=0,2 probabilité

by=0,8 probabilité

On note POZ(a0 bO)Z(O,Z 0,8) )

On écrit une matrice a une ligne et deux colonnes.

Pour la semaine 1, on calcule @, et b, en utilisant la formule des probabilités totales (donc en utilisant l'arbre
pondér¢).

a,=0,2%x0,9+0,8x0,15=0,18+0,12=0,3

b,=0,8x0,85+0,2x0,1=0,7

Donc, P,=(a, 5,)=[03 0,7]

Si on veut déterminer P, , on peut pour la semaine 2 (mais il serait difficile de

continuer l'arbre pour la semaine 5 par exemple). On peut aussi connaissant la semaine 1, déterminer la semaine
2

r====
1 1
1 1
1 1
r==== : A i
1 1 0.9 1 1
1 1 1 1
POA . i
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
0.3 y 1 0 ' B !
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 A 1
0.7 i i 0.15 : :
1 1 1 1
i B 1 : :
1 1 1 1
P o
'L____: 0.85 : B :
semaine 1 i i
1 1

semaine 2

a,=0,3%0,9+0,7X0,15=0,27+0,105=0,375
b,=0,7x0,85+0,3%0,1=0,595+0,03= 0,625
Donc, P,=(a, b,]=(0375 0,625

Si on veut continuer les calculs, on constate que la partie droite est constante. On peut remplacer 'arbre pondéré
par et

0.15

0.9 0.85

0.1

Le poids de I'aréte AA (boucle en A) est 0,9=Ps(A).
Le poids de l'aréte AB est 0,1=Pa(B).
La somme des poids des arétes issues de A est égale a 1 (0,9+0,1=1).
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Le poids de 1'aréte BB (boucle en B) est 0,85=Ps(B).
Le poids de I'aréte BA est 0,15=Pg(A).
La somme des poids des arétes issues de B est ¢gale a 1 (0,85+0,15=1).

On consideére la matrice M carrée de dimension 2 X2 .

0,9 0,1
M= ’
0,15 0,85
m; i :ligne et j :colonne

my; est le poids de 'aréte AA :
my, est le poids de 'aréte AB :
m,, est le poids de 'aréte BA :
my, est le poids de 'aréte BB :

OnaP,=(02 08].
On calcule Py M .

0,15 0,85
PoM =[02x0,9+0,8%0,15 0,2X0,1+0,8X0,85
P,M=(03 0,7)=P,

p.M =02 0,8)(0’9 0’1)

On calcule P\ M .

p,M=(03 0,7)(0’9 0’1)

0,15 0,85
P,M=(0,3%0,9+0,7%0,15 0,3X0,1+0,7X0,85
P,M=(0,375 0,625)=P,

b) Exemple 2

Pour se rendre a son travail, Mathurin rencontre une succession de feux tricolores dont le fonctionnement est
décrit ci-dessous :

A chaque intersection :

* Si le feu est vert, il le sera a l'intersection suivante avec une probabilit¢ 0,9 ou sera rouge avec la
probabilité 0,05.

* Si le feu est orange, il le sera a l'intersection suivante avec une probabilité 0,1 ou sera vert avec la
probabilité 0,8.

* Si le feu est rouge, il le sera a l'intersection suivante avec une probabilité 0,5 ou sera orange avec la
probabilité 0,05.

n étant un entier naturel non nul, on note :

« 'V, laprobabilité que Mathurin rencontre un feu vert a la n—iéme intersection

* O, la probabilité que Mathurin rencontre un feu orange a la n—iéme intersection

* R, la probabilité que Mathurin rencontre un feu rouge a la n—iéme intersection

. Pn:( V., O, R,|lamatrice traduisant I'état probabiliste du n—i¢me feu tricolore
1. a) Construire un graphe probabiliste pour décrire cette situation.

b) Donner la matrice M complétée de ce graphe :
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.. 0,05 0,05
M=\ 0, 0,1
0,45 .. 0,5

2. a) Si le premier feu rencontré est vert, donner la matrice P, de 1'état initial puis calculer P, .

b) On donne P,=10,87 0,05 0,08) . Quelle est la probabilité que le quatrieme feu soit vert ?

3. Si le premier feu rencontré est rouge, donner la matrice P, de I'état initial puis calculer P, .

1. Si on considére un arbre pondéré pour passer d'un feu tricolore au suivant, la partie droite de l'arbre est
constante.

0
R

0.8
0 0.1 o
0.1 R

0.45
R 0.05 o
0.5 R

On donne Py(V)=0,9 et Py(R)=0,05 donc Py(O)=1-Py(V)-Py(R)=1-0,9-0,05=
On donne Po(V)=0,8 et Po(0)=0,1 donc Po(R)=1-Po(V)-Po(0)=1-0,8-0,1=
On donne Pr(R)=0,5 et Px(0)=0,05 donc Pr(V)=1-Pr(O)-Pr(R)=1-0,5-0,05=

Puis on trace de sommets V ; O et R (dans cet ordre) suivant (que l'on appelle
graphe probabiliste).
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1. b) On consideére la matrice M carrée de dimension 3X3 (V ; O et R (dans cet ordre)).

m; i :ligne et j :colonne

my; est le poids de 'aréte VV :
my, est le poids de l'aréte VO :
m; est le poids de I'aréte VR :
my, est le poids de l'aréte OV :
my, est le poids de l'aréte OO :

My est le poids de l'aréte OR :

my, est le poids de l'aréte RV :
my, est le poids de l'aréte RO :
my; est le poids de l'aréte RR :

0,9 0,05 0,05
Donc, M=| 0,8 0,1 0,1
0,45 0,05 0,5

2. a) Si le premier feu rencontré est vert, alors :
V,=1 0,=0 R,=0

Donc, P1=(1 0 O)

09 0,05 0,05
P,=P,M=(1 0 0]l08 01 0,1
045 0,05 0,5

P,=P, M =[1x0,9+0x0,8+0%0,45 1x0,05+0x0,1+0X0,05 1x0,05+0X0,1+0x0,5
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P,=P,M=(09 005 0,05

2.b) P,=[0,87 0,05 0,08
P,=P.M

P4:(V4 0, R4)
V,=0,87%0,9+0,05X0,8+0,08 0,45
V,=0,783+0,04+0,36

V,=0,859

3. Si le premier feu rencontré est rouge alors :
R,=1 0,=V,=0
p=l0 0 1

0,9 0,05 0,05
P2:P1M:(O 0 1) 08 0,1 0,1

0,45 0,05 0,5

On obtient :

P.=(045 0,05 05)]

3.2. Définitions

a) est un graphe orienté pondéré tel que le poids de chaque aréte est un nombre réel de
l'intervalle [0;1] et la somme des poids des arétes sortant de chaque sommet est égale a 1.

b) Les sont les différents . Le poids d'une aréte est la probabilité
conditionnelle de passer d'un état a l'autre.

c) Un d'un systéme est une sur l'ensemble des états possibles de ce
systeme. Cette loi de probabilité est représentée par

3.3. Matrice de transition

a) Définition
On précise 1'ordre des sommets (ou des états).

d'un graphe probabiliste d'ordre 7 est la matrice M dont les coefficients 72;; (i : ligne,
j : colonne) sont joignant le ™ sommet au j*™ sommet, s'il n'existe pas d'aréte reliant ces
deux sommets alors ;=0
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b) Propriété

P, est I'état probabiliste initial et pour k£ €IN , P, est I'état probabiliste apres k répétitions de 1'expérience décrite
pour le graphe probabiliste.

Ona:

P, =P M ‘et‘ P,=P,M"

3.4. Etat stable

On considere un graphe probabiliste d'ordre 2.

a) Définition

On dit qu'un état probabiliste P est s'il reste

décrite par le graphe probabiliste de matrice de transition M c'est a dire

P=PM.

b) Propriété (admise)

Dans le cas d'un graphe probabiliste d'ordre 2, dont la matrice de transition M ne

comporte pas de zéro, 1'état probabiliste P, (n€IN) vers |'état stable

, vérifiant indépendant de I'état initial P, .

¢) Remarque

Pour calculer P, on pose P:(x 1—x) x€[0;1]

Et,onrésout:(x l—x)MZ(x l—x)
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