EMeilleur en maths Divisibilité dans Z.
Nombres premiers.

Exercice

n est un entier naturel.

a=n'—n et b=2n’+3n"+n

1. Démontrer que a et b sont divisibles par 6.

2. Démontrer en utilisant un raisonnement par récurrence que pour tout 7€IN que »°+ 57 est un multiple de 6.
Puis retrouver les résultats de la premiére question.
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Correction :
1.
3
a=n—n
(n*~1)

amnin—1)(n+1)

Sin=0 alors a=0 et a est divisible par 6
On suppose maintenant que neN"

n—1;n;n+1 sont trois entiers naturels consécutifs donc au moins l'un d'eux est un multiple de 2 et I'un des
trois nombres est un multiple de 3.
Donc a est un multiple de 6, c'est a dire a est divisible par 6.

b=2n+3n"+n
b=n(2n’+3n+1)

On factorise 275+ 3n+ 1

2n°+3n+1=0
A=b"—4ac
A=9-8
A=1
n :ﬁ:—l n :_3+ 1:__2:__1
g 74 4 2
20+ 3n+ 1
1
—2(11+1)n+2

=(n+1)(2n+1)

On a donc:

b=n(n+1)(2n+1)

n et n+ 1 sont deux entiers naturels consécutifs donc I'un d'eux est un multiple de 2.
Par conséquent b est

Si
Si
Si

n=3 p avec p €IN alors b est .
n=3p+1|avec p€ENalors 2n+ 1=2(3 p+ 1)+ 1=6 p+ 3=3(2 p+ 1) alors b est
n=3p+2|avec p€N alors n+ 1=3 p+ 2+ 1 =3 p+ 3=3(p+ 1) alors b est

Conclusion: b est

2.
* Pourn=0
0°+5%0=0 et 0 est un multiple de 6.
«  On suppose la propriété vraie au rang 7 , c'est a dire n°+ 57 est un multiple de 6. On doit démontrer que
la propriété est vraie au rang n+ 1, c'est a dire que (n+ 1)+ 5(n+ 1) est un multiple de 6
n’+ 5n est un multiple de 6 donc:
il existe k €IN tel que n’+ 5n=6k

(n+ 1)+ 5(n+1)

=(n+1)(n+ 1)+ 5(n+ 1)
=(n+1)(n’+2n+1)+5(n+1)
=0+ 20+ n+n’+ 2n+ 1+ 50+ 5
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=n’+5n+3n"+3n+6
=+ 5n+3n(n+1)+6
=6k+3n(n+1)+6

Orn et n+ 1 sont deux entiers naturels consécutifs donc I'un d'eux est un multiple de 2 donc 7(n+ 1) est un
nombre pair et donc il existe ¥ '€ tel que n(n+ 1)=2k '

(n+ 1)+ 5(n+ 1)
=6k+6k'+6
=6(k+ k'+ 1) avec k+ k '+ 1 entier naturel

* D'aprés , pour tout €N que n’+ 5n est

a=n"—n

a=n+5n—6n

Or, n’+ 5n est un multiple de 6 donc il existe kK €IN tel que n’+ 5n=6k
a=6k—6n

=6(k—n)

donc a est

b=2n’+3n’+n
b=2(n’+5n)+3n(n-3)

n et n—3 sont de parités différentes donc I'un des deux est un multiple de 2 donc:
il existe k '€IN tel que n(n—3)=2k’

n’+ 5n est un multiple de 6 donc il existe K €IN tel que n’+ 5n=6k
b=12k+ 6Lk’

b=6(2k+k")
donc b est
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