&3 Meilleur en maths

Exercice 4 Candidats n'ayant pas suivi I'enseignement de spécialité

5 points

On considere la suite ( z, ) a termes complexes définie par z,=1+1 et, pour tout entier
Zl’l+ Zﬂ
naturel n, par : Z,0= 3

Pour tout entier naturel n, on pose : z,=a,+ib, ou a, estla partie réelle de z, et b, est

la partie imaginaire de z, .
Le but de cet exercice est d'étudier la convergence des suites ( a, )et( b,).

Partie A

1. Donner a, et b,

2. Calculer z,, puis en déduire que a1=1+T\/2 et bIZ%
3. On considére 1'algorithme suivant :
Variables : A et B des nombres réels
K et N des nombres entiers
Initialisation : Affecter a A la valeur 1

Affecter a B la valeur 1
Traitement :
Entrer la valeur de N
Pour K variantde 1 aN

Ny
Affecter a A la valeur Aﬂ/%
\ B
Affecter a B la valeur 3
Fin Pour
Afficher A

a. On exécute cet algorithme en saisissant N = 2. Recopier et compléter le tableau
ci-dessous contenant 1'état des variables au cours de I'exécution de 1'algorithme

. r \ —4 \
(‘on arrondira les valeurs calculées a 10~ pres ).

k A B

b. Pour un nombre N donné, a quoi correspond la valeur affichée par I'algorithme
par rapport a la situation étudiée dans cet exercice ?
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Partie B

1. Pour tout entier naturel n, exprimer z,,, en fonctionde a, et b, .
En déduire I'expression de a,,, en fonctionde a, et b, etl'expressionde b, ,, en

fonctionde a, et b, .

2. Quelle est la nature de la suite ( b, ) ? En déduire 1'expression de b, en fonction de n

et déterminer la limite de ( b,,).

3. a. On rappelle que pour tous nombres complexes zet z ' :
lz+z'|<|z|+|z'| (inégalité triangulaire)

2|z

3

Montrer que pour tout entier naturel n, |z,,,|<

b. Pour tout entier naturel n, on pose u,=|z,| .
Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n,

2\" 5
u <[ =] V2
"\3
En déduire que la suite ( u, ) converge vers une limite que 1'on déterminera.

c. Montrer que pour tout entier naturel n, |an|<un . En déduire la suite ( a, )
converge vers une limite que I'on déterminera.
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CORRECTION
Partie A

1. z,=1+i a,=1 et by=1

2. | z,|= V1+1 = V2
_ZO+\ZO\:1+1+\/2:1+\/2+li

T3 T3 303
(=T o 2
3.a
k A B
1 0.8047 0.3333
2 0.5586 0.1111
b. ay
Partie B

1. z,=a, +ib,

> 2 ——, . b
2=y (2 4z = 3 @, 410,450, 4b, = Larla e )i
1 | B e —— b,
an+1:§an+§\/an2+bn2 et bn+1:?
2. ( b,) est la suite géométrique de premier terme b, = 1 et de raison q = %,
donc pour tout entier naturel n, b,= ( %) .
-1<l<1 donc lim b,=0
3 n->+w
Zn+ Zn 1
3.a. z,,,= 3 :g(zn+|zn|)
1 1 1 2
2 1= 5 Co 4 2,DI= 3124 5,0 < 30 204 2= 31 2,

done | z,,, 1< Z1 215
b‘ Z'tn=|Zn|

On veut démontrer en utilisant un raisonnement par récurrence que pour tout entier

naturel n : u,ﬁ(%) V2.
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Initialisation
= 2\ 2\" /5
u0=|zo‘:x/2 et (E) =1 conséquence : u0=(§) V2
La propriété est donc vérifiée pour n=0 .
Hérédité
Pour démontrer que la propriété est héréditaire pour tout entier naturel n, on suppose

n n+1
uns(g) V2 et on doit démontrer que umé(%) V2.

2 2 2 n 2 n+1 _
Or ., =| z,u [ < §|Zn|< gxg \/22(5) V2
2 n+l .
donc Ui < (5) \/2
Conclusion

. , . 2\" =
Le principe récurrence nous permet d'affirmer que pour tout entier naturel n : u, < (5) V2.

Remarque
u, =|z,/=0 donc 0< wu, < (%)\/2_

n

3 n=>+ow

-1 < % <1 donc lim (2) =0.

Le théoréme des gendarmes nous permet de conclure que : lim u,=0.

n=>+o0w

c. a, estlapartieréellede z, ,ona:| a,|<]| z,|= u,
lim u, =0 donc Ilima, =0.

n=>+o0w n=>+o0
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