Q3 Meilleur en maths

Exercice 4 Candidats ayant suivi I'enseignement de spécialité 5 points

On définit les suites ( u, ) et ( v, ) sur |l »ensemble des entiers naturels INpar :

_un+vn
un+1_ 2
uy=0; vy=1 et
u +2v
_"n n
vn+1_ 3

Le but de I'exercice est d'étudier la convergence des suites ( u, )et( v, ).
1. Calculer u, et v,.

2. On considere 1'algorithme suivant :

Variables : u,v et w nombres réels

N et k des nombres entiers
Initialisation : u prend la valeur 0

v prend la valeur 1
Début de I'algorithme

Entrer la valeur de N
Pour k variantde 1 a N
w prend la valeur u

w+
u prend la valeur

v prend la valeur w2y

Fin Pour
Afficher u
Afficher v
Fin de I'algorithme
a. On exécute cet algorithme en saisissant N = 2. Recopier et compléter le tableau donné
ci-dessous contenant I'état des variables au cours de l'exécution de l'algorithme.

k w u v

b. Pour un nombre N donné, a quoi correspondent les valeurs affichées par 1'algorithme
par rapport a la situation étudiée dans cet exercice ?

3. Pour tout entier naturel n on définit le vecteur colonne X, par X, = ("” )
Yo

et la matrice A par A=

W =

a. Vérifier que,pour tout entier naturel n, X,,,=AX,
b. Démontrer par récurrence que X,=A"X, pour tout entier naturel n.
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4
4. On définit les matrices P,P’ etBparP= | °

w o
w|on Loy
-

a. Calculer le produit PP’
On admet que P'BP=A

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, A"=P'B"P.
0

i)

En déduire I'expression de la matrice A" en fonction de n.

b. On admet que pour tout entier naturel n, B" =

S. a. Montrer que X, = pour tout entier naturel n ;

En déduire les expressions de u, et v, en fonction de n.

b. Déterminer alors les limites des suites ( u, ) et( v, ).

=
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CORRECTION

1. u,=0et v, =1

u,=

vV, =

Uytvy 0+1 _
===

2
_u0+2v0:0+2:%
3

3

2. a. On donne des valeurs approchées a 107> prés.

k w u v
1 0 0.5 0.667
2 0.5 0.583 0.611

b. On affiche une valeur approchée a 10 présde u, et v, .

u u,+v, u,+2v,
3.a. X = s U= et v, =——
v, 2 3
Lo Lo
AX = 2 2 — (27 2 "= 2 — n+1 =X
L2 Loa2 | (w2, m
3 3 3o g 3 n+l1

b. On veut démontrer en utilisant un raisonnement par récurrence que pour tout entier
natureln: X, =A"X,.

Initialisation

Pour n =0 on convient que A’=1= ((l) (i) et A'I= (1 0)(0)2 (0): X, .

0 1
La propriété est vérifiée pour n = 0.
Heredite
Pour démontrer que la propriété est héréditaire pour tout entier naturel n, on suppose que
X,=A"X, eton doit démontrer que X,,,=A""'X, .
X,=AX"=A(A"X,)=(AA") X,=A"" X,
Conclusion

Le principe de récurrence nous permet d'affirmer que por tout entier naturel n : X,=A"X, .

4 6L _1L 4,6 _ 4.6
4.2. PP'=|35 5|2 2| =|T0"10 0715 | = (1 0)=I.
_6 6ji1 1 _6,6 6 _6 0 1
5 5)l2 3 0770 10715

On admet que: P'BP=A

On veut démontrer en utilisant un raisonnement par récurrence que pour tout entier

natureln: A"=P'B"P.
Initialisation

Pourn=0 A’°=Iet B'’=Iet P'B’P=P'IP=P'P=I1=A"

La propriété est vérifiée pour n = 0.
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Hérédité

Pour démontrer que la propriété est héréditaire pour tout entier naturel n, on suppose que

A"=P'B"P et on doit démontrer que A""'=P'B""'P.

Or A"™'=A"A=(P'B"P)(P'BP)=P'B"(PP')BP=P’'B"IBP
A"'=pP'B"BP=P'B""'P

Conclusion

Le principe de récurrence nous permet d'affirmer que pour tout entier naturel n :

A"=P'B"P

10
b. On admet que: B" = . (1))

1 1
A"=P'B"P = |} 12)
2

Ll o M4 e L _1_(1)” 46
s s = |2 216 5 5
1o (é) _6 ¢ 1 1(1)" _6 6
3 5 5 2 36 5 5
4 61" 6 61\ 2 31\ 3 2[1)
A" = E+E(€) E_E(E) _ §+§(€) 5‘5(6)
4 61y 6  61) 2 21" 3 2f1)
E_E(E) W*E(E) 5‘3(3) 3*5(3)
5.a. X,=A"X,
2 31} 3 21V 3 2(1)"
X = 3*5(@) E‘E(a) 0] _ §‘§(€) _ |u,
" E_E(L)" zg(z) 1 1_3(1)” v |
5 516 5 516 5 516
"5 516 "5 516

b. -1 < 6l<1 donc lim (l) =0

n>+w

Conclusion

. . 3
1 - 1 - — .
im u,= lim v, = ¢

n=>+o0w n=>+o0w
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