@ Meilleur en maths

Exercice 4 Candidats ayant suivi l'enseignement de spécialité 5 points

Un logiciel permet de transformer un élément rectangulaire d'une photographie.
Ainsi , le rectangle initial OEFG est transformé en un rectangle OE'F'G', appelé
image de OEFG.

O
Figure 1

L'objet de cet exercice est d'étudier le rectangle obtenu aprés plusieurs transformations
successives.

Partie A

Le plan est rapporté & un repére orthonormé (0,1, ).
Les points E,F et G ont pour coordonnées respectives (2;2), (—1;5) et (—3;3).

La transformation du logiciel associe a tout point M(x;y) du plan le point M '(x";y ")

X ’ZZx+Zy
image du point tel que : 3 s
== y4=
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Figure 2

1. Calculer les coordonnées des points E',F' et G', images des points E,F et G
par cette transformation.

2. Comparer les longueurs OE et OE' d'une part, OG et OG' d'autre part.

!
Donner la matrice carrée d'ordre2, notée A telle que : * = 4 * )

Partie B

Y y

Dans cette partie, on étudie les coordonnés des images successives du sommet F du
rectangle OEFG lorsque 1'on applique plusieurs fois la transformation du logiciel.

1. On considere 'algorithme suivant destiné a affiché les coordonnées de ces
images successives.
Une erreur a été commise.

Modifier cet algorithme pour qu'il permette d'afficher ces coordonnées.

Entrée
Initialisation

Traitement

Sortie

Saisir un entier naturel non nul N
Affecter a x la valeur -1
Affecter a y la valeur 5
POUR iallantde 1 aN

Affecter a a la valeur %x+% y

Affecter a b la valeur %x+% y
Affecter a x la valeur a
Affecter a y la valeur b

FIN POUR

Afficher x, afficher y

2. On a obtenu le tableau suivant :

i 1 2 3 4 5 10 15
X 25 7.25 15.625 31.8125 63.9063 2047.9971 65535.9999
y 55 8.75 16.375 32.1875 64.0938 2048.0029 65535.9999
Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés Page 2



Q3 Meilleur en maths

Conjecturer le comportement de la suite des images successives du point F.
Partie C

Dans cette partie, on étudie les coordonnées des images successives du sommet E du
rectangle OEFG. On définit la suite des points E, (x,,y,) du planpar E,=E etla

n

Yn

. . X . .
relation de récurrence : ( =4 ou (x,,;;7,,,) estlecouple de coordonnées

yn+l

dupoint E ,, .
Ainsi x,=2et y,=2.

1. On admet que,pour tout entier n > 1, la matrice A" peut s'écrire sous la forme :

A" — a’n Bn
Bn an
Démontrer par récurrence que, pour tout entier natureln = 1,ona:
b
_An—1 —An=1_ 1
aﬂ_z + n+1 et 6”_2 211+1

2 .a. Démontrer que pour tout entier naturel n, le point E, est situé sur la droite
d'équation y = x.
On pourra utiliser que, pour tout entier naturel n, les coordonnées x, et y,

b. Démontrer que la longueur OE, tend vers c quand n tend vers +co .

du point E, vérifient : (x”

Yn
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CORRECTION
Partie A
1. E(2;2)
X'=2x24+3%0=4
=2 X 2+>X2=4
gAY
F(-1;5)
x'—ix(—1)+§x5:&:2,5
43 . ‘2‘2 F'(2,5:5,5)
'=2x(—1)+Ix5="2=
y 2 ( )+4 5 1 5,5
G(-3;3)
x':§><(—3)+§><3:—é -1,5
4 X 4 s 46 G'(—1,5;1,5)
'= =X(=3)+=X3=—=1
y (=3)+3x3=7=15
A F'
F
El
G
E
G' =2
J A
ol 7
Remarque

On peut vérifier que OE'F'G' est un rectangle

2. E(2;2) OE’=4+4=38 OE=2+2
E’'(4;4) OE*=16+16=32  OE'=4y2
donc OE’'=20E

G(-3;3) 0G*=9+9=18 0G=3+2
[ 3.3 2_9.9_18 ,_342
G( 2’2) OG"=7+3=7 0G'=7,
1
donc OG’ZEOG
Remarque

Les aires des rectangles OEFG et OE'F'G' sont égales.
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x'= % x +% y
Ona 3 en utilisant la définition du produit d'une matrice carrée
== y4+=

par une matrice colonne on obtient : (x ,) = (x ) donc A =
y y

Bl Ml
FNTRIFNI9Y
Al AW

Al AW

Partie B

1. Il suffit de changer l'ordre des deux derniéres instructions.
Afficher x, Afficher y
FIN POUR

2. Sionnote F,(x;;y,) «ccvecee. F (x,31,)

Les suites ( x, ) et ( y,) divergent vers +o, les valeurs de x, et y, pour n « grand »
sont voisines donc F, est « voisin » de la droite d'équation y = x.

Partie C
E,=E(2;2)
Pour tout entier naturel n: E,(x,;v,) et E, . (x,.57..)
5 3
xn +1 | = A xn A — 4 4
yn +1 yn ; é
4 4
1. On admet pour tout entier naturel nonnuln que : A" = g” B, )
n (x’l
On veut démontrer en utilisant un raisonnement par récurrence que pour tout entier
naturel non nuln, on a : ocn:2"_l+% et B,=2""— 2nl+1 .
. Initialisation
5 3
Pourn=1 A'=A= g g donc ocl:% et [312%
4 4
1 1.5 1 1.3
2 +21+1_1+Z_Z_a1 et 2 _21+1_1_Z_Z_[31

La propriété est vérifiée pour n = 1.

. Hérédité
Pour démontrer que la propriété est héréditaire pour tout entier naturel n, on suppose
1

que: o, =2""'+ — et B,=2""— — et on doit démontrer que :
n 1 n 1
an+1:2 +2n+2 et I3n+1:2 _2n+2 .
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or A"= % B, et A= [Fee Bt
I?)n an Bl’l+1 an+1
S 3
A’”’lz Oy 4 Bn+l = A"XA = a, Bn 4 4
Bn+l an+1 l?)n an i é
4 4
en effectuant le produit matriciel A"X A on obtient :
an+l:%an+%6n
3 s donc
= — +—
Bn+l 4an 4Bn
5 n—1 1 3 n—1 1 5 3 n—1 5 3 1 8 n—1 2 1
==12" - +=12" - =S+ | X2T H| = X =—X2" +=X——
Qs 4( 2n+1) 4( 2n+1) (4 4) (4 4) 2n+1 4 4 2n+1
n 1
O('n+l:2 +2,1+2
Bn+1:§ 2”71_% +§ 2”71+L1 — §+§ 2”71+ _§+§ X 11:§><2n71_%><L1
4 2| 4 T\ 474 4747 17 g 47 o
n 1
Bn+1:2 _2n+2

. Conclusion
le principe de récurrence nous permet d'affirmer que pour tout entier naturel non a :

1 _ n—1 1
2n+l et B’l_z _2n+1

_An—l1
o,=2" '+

2 .a. Pour tout entier naturel n (x” i

n

= A"(zz) (on convient que : A’=1= ((1) O));

En effectuant le produit matriciel, on obtient :

x,=2a,+2p,=2X 2"*4%1 +2X 2"*1—%1 Y L B $05 Y
2" 2" 2" 2"

yi=2p,+20,=2"

x,=y,=2"" donc le point E,(x,;y,) appartient a la droite d'équation y = x.
b. Le repére est orthonormé
X, ) O—>En

2n><1
yn 2n+1

OEi:(2n+l)2+(2n+l )2:2X(2n+1 )2

OE,

OE,=v2x2""

2>1ona lim2™'= +w

n=>+o0w
donc lim OE, = +x.
n=>+o0w
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