Q Meilleur en maths

Exercice 3 5 points

On considére la fonction g définie pour tout réel x de l'intervalle [0 ;1] par :

g(x)=1+e™".
On admet que , pour tout réel x de l'intervalle [0;1], g(x) > 0.
Onnote € la courbe représentative de la fonction g dans un repére orthogonal et & le
domaine plan compris d'une part entre 1'axe des abscisses et la courbe €, d'autre part entre
les droites d'équation x =0 et x = 1.
La courbe € etle domaine & sont représentés ci-dessous.

Le but de cet exercice est de partager le domaine & en deux domaines de méme aire, d'abord
par une droite parallele a 1'axe des ordonnées (partie A), puis par une droite parall¢le a 1'axe des
abscisses (partie B).

Partie A

Soit a un réel tel que 0 < a < 1. On note .«/, l'aire du domaine compris entre la courbe €, l'axe
(Ox), les droites d'équation x =0 et x = a, puis .«/, celle du domaine compris entre la courbe €,

(Ox) et les droites d'équation x =aetx = 1.
A4 et ., sont exprimés en unités d'aire.

0]

1. a. Démontrer que ./;=a— ¢ “+ 1.
b. Exprimer .«/, en fonction de a.
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2. Soit f'la fonction définie pour tout réel x de l'intervalle [0;1] par :
f (x)=2x—2ex+%

a. Dresser le tableau de variation de la fonction f sur l'intervalle [0;1]. On précisera les valeurs
exactesde f(0) et f£(1).

b. Démontrer que la fonction f s'annule une fois et une seule sur l'intervalle [0;1], en un réel .
Donner la valeur de « arrondie au centieme.

3. En utilisant les questions précédentes, déterminer une valeur approchée du réel a pour lequel les
aires .«/; et .«, sont égales.

Partie B
Soit b un réel positif.

Dans cette partie, on se propose de partager le domaine & en deux domaines de méme aire par la
droite d'équation y = b. On admet qu'il existe un unique réel b positif solution.

1. Justifier l'inégalité b < 1+ % ; on pourra utiliser un argument graphique.

2. Déterminer la valeur exacte du réel b.
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CORRECTION

Partie A

l.a. O0<saxl

g est continue et positive sur [0;1] donc sur [0;a], donc l'aire .+, , en unités d'aire, de la partie
de plan comprise entre la courbe €, l'axe des abscisses et les droites d'équation x =0 et x = a

est égale a fg(x)dx.
0

glx)=1+e" G(x)=x—e"
G est une primitive de g sur [0;1]

a

A= [(1+e7)dx=G(a) - G(o) = a—e “+1

0
VQ{1 = 1+a_eia U.A.
b. g est continue et positive sur [a;1], donc l'aire .« , en unités d'aire, de la partie de plan
comprise entre la courbe €, I'axe des abscisses et les droites d'équation x = a et x= 1 est

1
égalea [ g(x)dx.
1
Ar= [(1+e)dx=G(1)-Ga)= 1—e '—a+c °

%2: l_Cl"'e_a_l U.A.
(§]

2. x €[0:1] f(x)=2x—2e_x+é
a. f estdérivable sur [0;1]
f'(x)=2+2e *>0 carpour toutréel x, e *>0

f est strictement croissante sur [0;1]

fl0)==242 et f(1)=2-+

e
Tableau de variation de f°

X 0 1

1

+
Fx) | _pd S
X 2+e / ¢

b. f est continue est strictement croissante sur [0;1]

Fl0)==2+1<0 et f(1)=2-1>0

Le théoréme des valeurs intermédiaires nous permet d'affirmer que 0 €[ £(0); £ (1)]
admet un unique antécédent x appartenant a l'intervalle [0;1] pat f .

En utilisant la calculatrice par dichotomie ou par balayage on obtient : 0,452 < « < 0,453
donc la valeur approchée arrondie au centieme est : 0,45.

3. adgdo0;l]
1 1

A=A, S a—e_”+1:e_”—a—z+1 = 2a—2e_”+g:0
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donc a est I'unique solution de I'équation f (x)=0 ( appartenant & [0;1])
et a=o =045

Partie B

1. Le domaine & est contenu dans un rectangle dont les dimensions des c6té sont 1 et 2
et l'aire de < , en unités d'aire, est strictement inférieure a 2.
Si on partage < en deux domaines de méme aire par la droite d'équation y = b alors 1'un
des deux domaines est un rectangle d'aire b, en unités d'aire, donc b <1,

conséquence : b<1+ %
2. L'airede & est: o+ A,=2— %
1 1
donc 2b=2- — et b=1- —.
e 2e
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