@ Meilleur en maths

Exercice 4 Candidats n'ayant pas suivi I'enseignement de spécialité

5 points

Soit la suite numérique ( u, ) définie sur |Npar :

. 2 1
u, =2 et pour tout entier naturel n, un+1=§un+§n+ 1

r \ —2 \
1 .a. Calculer u,,u,,u,,u,.On pourra en donner des valeurs approchéesa 10 ~ pres.
b. Formuler une conjecture sur le sens de variation de cette suite.

2 .a. Démontrer que pour tout entier naturel n, u,<n+3
. . 1
b. Démontrer que pour tout entier naturel n, u,,,—u,= 3 (n+3—u,).

c. En déduire une validation de la conjecture précédente.

3. On désigne par ( v, ) la suite définie sur |Npar v, =u,—n

a. Démontrer que la suite ( v, ) est une suite géométrique de raison 3

b. En déduire que pour tout entier naturel n, u,= 2(%) +n.

c. Déterminer la limite de la suite ( u,, ).

4 . Pour tout entier naturel non nul n, on pose :

n
_ _ —_ n
S, = Zuk = ugtut..+u, et T =—
k=0 n
a. Exprimer S, en fonction de n.

b. Déterminer la suite de la suite ( T,).
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CORRECTION

u, =2 et pour tout entier naturel n : un+1=§un+§n+ l.

1.a u1=§u0+%><0+1=§+1=% ulzg ~233

2 7 1 14,3,9_26 26

—o il =224242220 0, 20 Lhg9
h=37373 979T9T 9 ™7 :

2 26 1 52 18 27_97 97

=X+ X2+ =t = =— =~3,59

377973 2727727 271 "WTa7 T

2 97 1 194 81 81 356 356

==X —+—X3+l=—F—+—="— =—— =440
1=379773 81 81 81 81 4781 :

b. Conjecture : « la suite (u«, ) est croissante »

2 .a. On veut démontrer en utilisant un raisonnement par récurrence que pour tout entier
naturel n: u,<n+3 .

. Initialisation :
u,=2 et 0+3=3 donc u,<0+3

La propriété est vérifiée pour n =0
. Hérédité :
Pour démontrer que la propriété est héréditaire pour tout entier naturel n, on suppose
que : u,<n+3 et on doit démontrer que : u,, <(n+1)+3=n+4 (c'esta dire
n+4—u, 20 sachant que n+3—u,=0).

n+d—u, —n+4—§u —%n 1—§n+3—§ %(n+3—un)+1

or n+3—u,20 donc n+4—u,,=0

. Conclusion :
Le principe de récurrence permet d'affirmer que pour tout entier naturel n,

ona: u,Sn+3.
b. Pour tout entier naturel n :

n+1
c. n+3—u,>0 donc pour tout entier natureln : u,,,—u,=0
La suite ( u, ) est donc croissante.

3. Pour tout entier naturel n,ona: v,=u,—n
2 1 2 2 2
a. v, =u,, —(n+l)==u +—n+l-n—1==u —=n==(u,—n)==v
n+l n+1( )3;13 3113 3(;1 )3n
Vvo=u,—0=u,=2
T . . 2
( v,) est la suite géométrique de premier terme v, =2 et de raison 3

b. Pour tout entier naturel n, vnzvox(g) =2X(§) et u,=v,+n

n
+n

donc u,=2X %

c.0<%<1 donc lim(z) =0 et lim u,=+o

n=>+ow n=>+o0
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4 .a. Pour tout entier naturel non nul n

k=0
n n
Sn = z Vk + Z k
k=0 k=0

Zk:n(n;l) et S, - Vi —Vo
k=0 k=0

n 2 n+1 2 n+1
= =3|12X|=| —-2|=6—6X|=
n n+1

S,= Yu = 6-6x|2| snlz+l)
k=0 2

b ToSn_ 66 [2)7 n(n+l)
¢ n n2 n2 n2 3 27’12
6 6 2 n+1

lim — = lim =x|<| =0

fim x=0 lim (3)

. n(n+l) 1

;}ir»fr:o 2n2 - 5

. 1

Iim T, = —.

o "2

n
S, = Zuk = ugtu,+...+u,=v+0+v,+1+.. +v +n=v +tv,+...+v +0+1+...+n
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