Q3 Meilleur en maths

Exercice 4 5 points

Soit f la fonction définie sur l'intervalle ]0;+o00[ par: f (x):an(x)
x

et soit € la courbe représentative de la fonction f dans un repére du plan. La courbe €
et donnée ci-dessous :

2

S

SO

1 a. Etudier la limite de f en 0.

b. Que vaut lim In(x)

X2+ X

? En déduire la limite de f en +oo.

c. En déduire les asymptotes éventuelles la courbe € .

2.a. Onnote /' lafonction dérivée de la fonction f sur l'intervalle |0;+oo] .

Démontrer que pour tout rée x appartenant l'intervalle ]0:+oo[ :
Fi(x)= 1 221n(x)
x
b. Résoudre sur l'intervalle ]0;+o[ l'inéquation —1—In(x) > 0.
En déduire le signe de f '(x) sur l'intervalle ]0;+oo] .
c. Dresser le tableau des variations de la fonction f .

3. a. Démontrer que la courbe € a un unique point d'intersection avec axe des abscisses
dont on précisera les coordonnées.

b. En déduire le signe de f (x) sur l'intervalle ]0;+oo] .

4. Pour out entier n = 1, on note I, l'aire, exprimée en unités d'aire du domaine délimité

: : \ : . 1
par l'axe des abscisses, la courbe € et les droites d'équations respectives x = — et X = n.
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a. Démontrerque 0 < I, <e-— %
. e - —2—1In(x)
On admet que la fonction F , définie sur l'intervalle ]0;+o[ par F(x)=———
X
est une primitive de la fonction f sur l'intervalle ]0;+o0] .
b. Calculer I, en fonction de n.

c. Etudier la limite de I, en +co. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
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CORRECTION

1. a. f(x)=(1+lnx)><L2
X

X est un nombre réel strictement positif

lim In(x) =—0 et limL2 =+w donc lim f(x) =-0
x>0 x20 x x>0

b. lim M =0
x> x+0 X
1 In(x 1
fx)==+ (2 ):—2+ X —
X X X X X

tim L =0 et tim M) _g done 1im L) g

x>+ X x>+ X x>+ X

On a aussi }Eﬂ;% =0 donc lirflwf(x) =0

lim f(x) =-e0 donc la droite d'équation x = 0 est une asymptote verticale & la courbe ¢’

x>0
lim f(x) =0 donc la droite d'équation y = 0 est ue asumptote horizontale a la courbe ¢’

x>+in

en +oo.

2.a. [ estdérivable sur |0;+o0]

(ln(x)),=§ donc

25 1
| XX 2x(1+Inx) x—2x(1+Inx) 1-2(1+lnx) —1-2Inx
f'(x)= 2 - 4 = 3 - ’
X X ¥ *
| L

b. —1-2lnx>0 < -1>2lnx < > >hhx & e ?>x

car la fonction exponentielle est strictement croissante sur IR
1
S= 0; ——t
Ve

e ‘=—= = 0,61

—1-2lnx + 0 -

c. Tableau de variations de f .

1
Sl_1-12_e
f(e 2):—,:E ~ 136
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1
X 0 \/_e_ +o0
f'(x) + 0 -
€
s T
-0 0
3.2. f(x)=0 & 1+lnx=0 & hx=—1 < x:e‘zé ~ 0,37.

, . . . . . 1
donc la courbe € aun unique point d'intersection avec l'axe des abscisses : A (— ; 0) .
e

) ) 1
b. f est strictement croissante sur ]0;—_l donc :
e

J
.81 0<x< % alors f(x)<f(e)=0

. si l<x<L_ alors f(l)=0<f(x) .o f
€ e €
est strictement décroissante sur l\/L_ﬁool et lim f(x)=0
(] x>+
donc si —= <x alors f(x)>0

Ve

on donne le résultat sous forme de tableau

£(x)

4. a. n est un entier naturel supérieur ou égal a 1

f est continue et positive sur [—;n donc l'aire, en unités d'aire, du domaine délimité
e

: : , . : 1
par l'axe des abscisses, la courbe € et les droites d'équations respectives : x = — etx=n
e

2

est I = ff(x)dx = f I*lnx g,
1 1

I+lnx

2
X

I, = dx

O | — C— 1

Le maximum de f sur l— ;2] est égal a % donc le domaine délimité par I'axe des abscisses,
e

. , . 1
la courbe € et les droites d'équations : x = — et x = 2 est contenu dans le rectangle ABCD

€
1 e l. e
Al—=;0(, B(2;0), C|2;= |, D(=;=
L] pizo), 25 iy

L'aire, en unités d'aire, du rectangle ABCD est : (2—e)><% soit e—%
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Conséquence

0< I, < e—l

€

b. F(x):—Z—Tlnx

F est une primitive de f* sur ]0;+o0]

—2—lnl
f 1+lnx (n)_F(l):—2—ln(n)_ e
t e n 1
° e
[ = —2—In(n) [—2+1 :—2—1n(n)_|_e
! n 1 n
e

¢. Ona: lim i=O et lim ln(n)

n¥>+w N

=0 donc IlmI, =e.
x=¥n+oo n n=>+0w

L'aire, en unités d'aire, de la partie de plan comprise entre la courbe ¢ et l'axe des

) 1
abscisses sur | —;+o| este.
e

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés

Page 5



	Exercice 4 5 points

