&3 Meilleur en maths

Exercice 4 Candidats n'ayant pas suivi I'enseignement de spécialité 5 points

On considére la suite ( u, ) définie sur INpar :

u +2
u, =2 etpour tout entier naturel n, u  ,=—
0 p n+l 2 un+1

On admet que pour tout entier naturel n, u,> 0.

1.a. Calculer u,,u,,u;,u, .On pourra en donner une valeur approchée a 107> prés.

b. Vérifier que sin est I'un des entiers 1,2,3,4 alors u,- 1 ale méme signe que (—1)".
_—u,+l
C2u+1

c. Etablir que pour tout entier naturel n, u,,,—1

d. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, - 1 a le méme signe que (—1)".

u—1
2. Pour tout entier naturel n, on pose v, =— 1
un
. ) —u,+1
a. Etablir que pour tout entier natureln, v, , = 3043
un

b. Démontrer que la suite ( v, ) est une suite géométrique de raison 3

En déduire I'expression de v, en fonction de n.
I+v,

c. On admet que tout entier naturel n, u

n

- 1-v,
Exprimer u, en fonction de n et déterminer la limite de la suite ( u,, ).
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CORRECTION
1 _ou,+2 _ s
-a. n+l 2un+1 0
u,+2
=28
2u+1 5
i+2
LRI R L
2u+l 8 13 7
—+1
5
14
—+2
+2
u,t2 13 40 0,98

13
ﬂ+2
"y = us+?2 _41 122
Y 2uy+l 80 121
41
b. n=0 u,=2 u,-1=1>0 et (=1°=1>0
donc ( u,-1)et (—1)° sont de méme signe.
n=1 u-1=-02<0et (—1)=-1<0
donc ( u,-1) et (—1)" sont de méme signe.
n=2 u,-1 ~0,08>0cet (—17=1>0
donc ( u,-1) et (—1)° sont de méme signe.
3 uy;-1 =—0,02 <0 et (-1)3=-1<0
donc ( u;-1) et (—1)’ sont de méme signe.
n=4 u,-1 =0,01>0et (—1)'=1>0
donc ( u,-1) et (—1)* sont de méme signe.
c. Pour tout entier naturel n :
w2 u,42—(2u,+1)  —u,+l
_I_Zun+1 T 2u+l 2u+l
conséquence
Pour tout entier naturelnona u, >0donc 2u,+ 1>0etlesignede ( u,,,-1)est
le signe de ( —u, + 1) donc le signe oppose de ( u, - 1).
d. On veut démontrer en utilisant un raisonnement par récurrence que pour tout entier
n,ona: u,- 1 aleméme signe que (—1)".
Initialisation
( u,-1) et (—1)° ontle méme signe.
La propriété est vérifiée pour n = 0.
Hérédité
Pour démontrer que la propriété est héréditaire pour tout entier naturel n, on suppose
que: ( u,- 1) ale méme signe que (—1)" et on doit démontrer que : ( u,,, - 1) ale
méme signe que (—1)""'
Or ( u,,, - 1)alesigne opposé de ( u, - 1) donc le signe de : (—1)x(u,—1)
soit le signe de (—1)"*"'
Conclusion
le principe de récurrence nous permet d'affirmer que pour tout entier naturel n,
ona ( u,-1)aleméme signe que (—1)

~1,01

n

u

n+1
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2. Pour tout entier natureln: v zu"_l
"ou,+1
a. Pour tout entier naturel n :
u,+2
Uy~ 2un+1_ _un+2—(2un+l)_—un+1
Uy L w42 ol Cu, 42+(2u,+1)  3u,+3
2u,+1
—(u,+1) 1wl
e TS I TS e
donc ( v, ) est la suite géométrique de raison : 1 etde 17 terme v = 41 =§:l.
’ 3 ug+l 2+1 3
Pour tout entier naturel n: v, =v,X (— 5)
1 1)
=
. 1+v
¢. On admet que pour tout entier naturel n,ona: u, = l—v:
1+l>< L
donc u,= 3 3 .
W
3 3
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