QY Meilleur en maths

Exercice 3 | Candidats ayant suivi l'enseignement de spécialité| 5 points

Chaque jeune parent utilise chaque mois une seule marque de petits pots pour bébé.
e'Trois marques X , Y et Z se partage le marché. Soit 7 un entier naturel.
Onnote : X, I'événement « la marque X est utilisée le mois n »,
Y. I'événement « la marque Y est utilisée le mois n »,
Z, 1'événement « la marque Z est utilisée le mois n ».
Les probabilités des événements X, , Y, ,Z, sont notées respectivement X, ,Vn ,2Zn .

La campagne publicitaire de chaque marque fait évoluer la répartition.
Un acheteur de la marque X le mois 7, a le mois suivant :

50 % de chance de rester fidele a cette marque,

40 % de chance d'acheter la marque Y,

10 % de chance d'acheter la marque Z.

Un acheteur de la marque Y le mois 7, a le mois suivant :
30 % de chance de rester fidele a cette marque,

50 % de chance d'acheter la marque X,

20 % de chance d'acheter la marque Z.

Un acheteur de la marque Z le mois 7, a le mois suivant :
70 % de chance de rester fidele a cette marque,

10 % de chance d'acheter la marque X,

20 % de chance d'acheter la marque Y.

1. a. Exprimer x,+ en fonction de x,, yn , Zn.
On admet que :
Yn1=0,4x,+0,3y,+0,2z, et que z,11=0, 1x,1+0,2y,+0,7z,.

b . Exprimer z, en fonction de x, et y, .En déduire I'expression de x,:; et y,+ en fonction de x, et y,.

2. On définit la suite (U,) par U, = Y pour tout entier naturel 5 .

n

On admet que, pour tout entier naturel n , U,.;= AXU,+B ou A= (8’; (())’L; ) et B= (8’1 ) .

[O8]
~

Au début de I'étude statistique (mois de janvier 2014: =0, on estime que U, = (%’5

b
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On considére 1'algorithme suivant :

Variables n et 1 des entiers naturels.
A, B et U des matrices

Entée et initialisation Demander la valeur de n

i prend la valeur 0
A prend la valeur 0.4 04 )

0,2 0,1

B prend la valeur (0’1 )
0,2

>

U prend la valeur (0’5 )

2

Traitement Tant que i<n
U prend la valeur AXU+B
i prend la valeur i + 1
Fin de Tant que
Sortie Afficher U

a . Donner les résultats affichés par cet algorithme pour n=1 puis pour n=3 .
b . Quelle est la probabilité d'utiliser la marque X au mois d'avril ?

Dans la suite de I'exercice,on cherche a déterminer une expression de U, en
fonction de 7 .

On note I la matrice ((1) (i ) et N la matrice I-A.

3. On désigne par C une matrice colonne a deux lignes.

a . Démontrer que C=AXC+B équivaut a NXC=B .

45 20
b . On admet que N est une matrice inversible et que N~ ' = f(?; é?)
23 23
17
En déduire que C= 476
23

4 . On note V, la matrice telle que V,=U,—C pour tout entier naturel 7 .
a . Montrer que pour tout entier naturel n, V,,;=AXV

b . On admet que U,=A"%X(U,-C)+C .
Quelles sont les probabilités d'utiliser les marques X,Y et Z au mois de mai ?
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Correction :
On peut traduire 1'énoncé en construisant l'arbre probabiliste suivant.
0.5

1. a. Pour tout entier naturel #:

x,,,=0,5x,+0,5y,40,1z,

de méme |y,,=04x +03y +0,2z, ‘ et

b . Pour tout entier naturel  ,ona:x, +y, +z, =

donc‘ z,=1—x,—y,

x,,,=0,5x,+0,5y,+0,1 (1 —xn—yn)
x,,,=04x,+04y,+0,1

y,.,=04x,+03y +02.(1-x,—z,)
| ¥,:1=0,2x,+0,1 y,+0,2

2. a. En utilisant la notation matricielle, on obtient :
xn +1 — 0:4 094 xn + Oal
Viet 0,2 0,1 v, 0,2

En utilisant les notations de 1'énoncé :

U =

n

y,, yn+l

0,2 0,1

z,.,=0,1x +0,2y +0,7z,

(0.1
0,2
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Un+l = AUn +B

Au mois de (pour n=0)
Xo|_10,5

Yo 0,3

X {104 04} (05])_ (0.1
Vv, 0,2 0,1 0,3 0,2

(xl):(0,4x0,5+0,4x0,3+0,1): 0.2 +0,12 +0,1 ): (0,47_)

U,=

Y, 0,2x0,5+ 0,1x0,3+ 0,2 0,1 +0,03 +0,2 0,33

x|~ (042
Vi 0,33
( On peut utiliser la calculatrice

|

x| (04 04 [042), (0.1
v,) 02 01){033) {02

% :(0,4x0,42+0,4x0,33+0,1):(0,168+0,132+0,1 ):( 0.4 )

U, =

¥, 0,2x0,42 +0,1x0,33 +0,2 0,084 + 0,033 + 0,2 0,317
0,4
o U= 72
marrs 2015 : 5 (03317

x| _[04 04 (04 ), (01
y,] \02 01/ 10317) o2

x;|_(04x04+04x0317+0,1}|_ ([0,16+0,1268+0,1 | _|[0,3868
Vs 0,2x0,4 +0,1x0,317 +0,2 0,08 +0,0317 + 0,2 0,3117

X3 | _1[0,3868

Vs 0,3117

b. x; estla probabilit¢ d'utiliser la marque X au mois d'avril
x,=0,3868

3 1o (1 0} epas(t O[04 04)_[o06 —o04
0 1 o 1/ l02 o1/ \-02 09

a. C est une matrice colonne a deux lignes.
C=AXC+B
< C-AXC=B
< IXC-AXC=B
o (I-A)xC=B

U=
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< NXC=B
45 20
_ 23 23
b. Onadmetque: N ' =
n admet que 10 30
23 23
NxC=B
& N 'X(NxC)=N"'xB
o IXC=N'XB

& (C=N'xB

45 20 45+4 | [85) |17
23 23 0,1 23 23 46
d = 4 = =
o 30 (Q2) 1+6 T L
23 23 23 23 23
4.a. V,=U,,~C

n+l

V,yu=AXU,+B—C

Or,ona C=AXC+B
Donc, V,,,=AXU, +B—AXC—B
V . =AX(U,—C)=AXV

b. U,=A4*%(U,—C)+C (pour le mois de mai)

Ona A* alaide de la calculatrice

U, -C= ( 0,13049 )

—0,00435

A= 0,0776 0,066
0,033  0,0281

U, - [ 03794
0,30853

Pourle moisdemai: U,=
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