QY Meilleur en maths

Exercice 2 6 points

On considére la fonction f* définie et dérivable sur I'ensemble IR des nombres réels par :

fx)=x+1+Z
e
On note € sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O; i } ).

Partie A

1. Soit g la fonction définie et dérivable sur l'ensemble IRpar: g(x)=1-x+e" . Dresser, en le justifiant, le
tableau donnant les variations de la fonction g sur IR (les limites de & aux bornes de son ensemble de définition
ne sont pas attendues). En déduire le signe de g(x).

2. Déterminer la limite de f en —o puis la limite de f en +oo.

—-X

3. Onappelle /' la dérivée de la fonction f sur IR Démontrer que, pour tout réel x, / '(x)=¢ “g(x).

4. En déduire le tableau de variation de la fonction f'sur IR

5 . Démontrer que I'équation f (x)=0 admet une unique solution réelle & sur IR Démontrer que -1<x<0.
6 .a. Démontrer que la droite T d'équation y =2 x+1 est la tangente a la courbe €  au point d'abscisse 0.
b. Etudier la position relative de la courbe ¢’ et de la droite T.

Partie B

1. Soit H la fonction définie et dérivable sur IR par : H(x) = (—x—1)e™*.
Démontrer que H est une primitive sur IRde la fonction h définie par h(x)=xe " .

2. Onnote & le domaine délimité par la courbe €, la droite T et les droites d'équations x=1 et x=3 .
Calculer, en unité d'aire, l'aire du domaine & .
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Correction :
Partie A

1. x€ Rgl(x)=1-x+¢"

g est dérivable sur IR

g'(x)=—1+¢"

g'(x)20 © —1+e>0 @ ' =1=¢’ & x>0

X —00 0 +00
g'(x) - 0 +
g(x) \ /
2
g(0)=1+1=2
frladmet donc pour tout nombre réel x :

2(x)>2>0et g est

2. f(x)=x+1+=
e

X

. e . 1 . X
. lim —=+wet lim — =0, donc lim — =
x>+ X X2+ x>+ ex

D'autre part, lim x+1 =

x>+

Conséquence
lim f (x) =

X2+

X

. Remarque: f(x)=x+1l+xe
lim e " =+oodonc lim xe " =

X=>—o0 xX=>—0
D'autre part : lim x+1 =
X=>—0o0
Conséquence :
lim f(x)=
X>—0

X

3. Pour tout nombre réel x , f (x)=x+1+xe"

S est dérivable sur IR
(e =e

f'(x)=1+e"—x e_xze_x(
S(x)=e"g(x)

1

- X

+l—x)=e_x(ex+1—x)

4 . Pour tout nombre réel x: e * >0 et g(x)>0 donc f'(x)>0
Tableau de variation :
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X —00 ~+o00
f'(x) +
+o0
re T

5. Jf est continue et strictement croissante sur IR a valeurs dans IR

nous permet d'affirmer que 0 admet un unique antécédent a&Rpar f c'est a dire que I'équation J (x)=0 admet
une unique solution «.

Or, f(—1)=0-e<0e¢t £ (0)=1>0

S-D<AAx)<f(0)

J est strictement croissante sur IR donc
6.a. f(0)=1letf'(0)=g(0)=2

T alacourbe € au point d'abscisse 0 est : y—1=2(x—0)
T

b, f(x)=x+1+Z=x+l+xe
e

d(x)=f(x)-2x—1=x+l+xe "—2x—1=—x+xe "=x(e "—1)

2ol o —x=20e x<0

X

e =le e

by —00 0 +00
e —1 + 0 —
X -0+
d(x) -0 -
M(x; fix)) € € H(x;2x+1) €T
M 0 v [ 0
f(x)—2x-1 d(x)
Pour tout nombre réel non nul x, on a d(x) < 0 donc T de ¢ surlR
Partie B

1. Pour tout nombre réel x: H(x)=(—x—1)e™"
H est dérivable sur IR
H'(x)=(=1)xe "+(=x—1)x(—e*)=xe "=h(x)

—-X

Donc, H est de hsur Ravec h(x)=xe

2. € estendessous de T sur [1;3] donc l'aire, en unités d'aire du domaine &/ délimité par la courbe €, la
3

3
droite T et les droites d'équations x=1 et x=3 est égale & : .«/ = f(2x+1—f(x))dx = f(x—xe_x)dx
1 |

Une sur IRde la fonction / définie par : I(x)= x—xe " est L définie par :
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2 2 2

L(x):x?—H(x):x?—(—x— 1 )e_x=%+(x+ 1)e™™
A =L3)-L(1)= %+4e_3—%—26_1

A =4+4e=2¢ " =

Remarque
On joint une représentation graphique (on peut obtenir ce graphique sur I'écran de la calculatrice).
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