Q3 Meilleur en maths

Exercice 4 | Candidats n'ayant pas suivi la spécialité| 5 points

Soit la suite (u,) définie sur I'ensemble des entiers naturels IN par : u,=2 et pour entier naturel 7 :

un+1=lun+3><0,5"
5

1 .a. Recopier et, a I'aide de la calculatrice, compléter le tableau de valeurs de la suite (u,) approchées a 10°°
pres :

Unp,

b. D'aprés ce tableau, énoncer une conjecture sur le sens de variation de la suite (u,) .

15

2 .a. Démontrer, par récurrence, que pour tout entier naturel » nonnulona: u, > TX 0,5"

b. En déduire que, pour tout entier naturel » non nul, u,,, - u, <0

¢. Démontrer que la suite (u,) est convergente.

3. On se propose, dans cette question de déterminer la limite de la suite (u, ) .
Soit (v, ) la suite définie sur IN par : v, =u,—10x0,5" .

a. Démontrer que la suite (vn) est une suite géométrique de raison — .

On précisera le premier terme de la suite (v, ) .
b. En déduire, que pour tout entier naturel n: u,=—8X (%) +10x0,5" .

¢. Déterminer la limite de la suite (u,) .

4 . Recopier et compléter les lignes (1), (2) et (3) de l'algorithme suivant, afin qu'il affiche la plus petite valeur
de n telle que u, <0,01.

Entrée : n et u sont des nombres
Initialisation : n prend la valeur 0

u prend la valeur 2
Traitement : Tant que ...... (1)

n prend la valeur ....(2)
u prend la valeur .....(3)
Fin Tant que
Sortie : Afficher n

Correction :
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1 .a. En utilisant la calculatrice on obtient :

Up | 2 34 ]218( 1.19] 0.61 | 0.31] 0.16 | 0.08 | 0.04

b. Conjecture :
La suite (u, ) est

2. On veut démontrer en utilisant un raisonnement par récurrence que pour tout entier naturel, non nul, on a :

15 n
> —Xx0,5".
u, 4 ,

u, =34

1—5><0,5=%5<2

4
Donc, u, > %X 0,5

La propriété est vérifiée pour n=1.

Pour démontrer que la propriété est héréditaire pour tout entier naturel, non nul, on suppose que :

15 n+1

u, > %X 0,5" et on doit démontrer que : u,,, > RS 0,5 .

n+

On multiplie les deux membres de la premiére inégalité par 1 (%>O) .

5

l><u > l><£><0,5”
5 " 5 4

On ajoute aux deux membres de la nouvelle inégalité : 3 0,5"

1 w115 \
L +3%0.5" > ~X22%0.5"+3%0.5
57t SR SO R :

Dans le premier membre on obtient u,,,,

1_15 n

= | =X—+3]X%X0,5
un+1 (5 4 )

15 1 4

> —X|=+3X—

Ut Z 42 57775

15 n_ 15 n
> —X(1)x0,5=—X0,5
4 (1)0, 47

15 e 15
> 22%0,5"%0,5=-
47T Ty

x0,5"

u

n+1

Or, 0,5<1, donc u x0,5"""!

n+l

S, . 15
Le principe récurrence nous permet de conclure, que pour tout entier naturel non nul,ona: u, = TX 0,5".

b. Pour tout entier naturel, non nul, # :
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—un=%u”+3><0,5"—un=—§un+3 x0,5"

un+]
Or,u, > ITSX 0,5"
4 4 15 "
D ——u, < ——X—X0,5
one, —zu, s X7 <0,

Et, —éun < —3x0,5"

Soit, —%un+3>< 0,5" < —3%0,5"+3x%0,5"=0

On obtient u,,,—u, <0

n

Conséquence
La suite (u,) est

. 15 n
c. Pour tout entier naturel nonnonnul n: u, = TX 0,5" >0.

Donc, la suite (u, ) est et , la suite (u,) est
3. Pour tout entier naturel # on pose : v, =u,—10X0,5"

a. Pour tout entier naturel 7 :

Vo =, — 10X 0,5””% u,+3%0,5"-10x0,5""'

Onau,=v,+10x0,5"

vn+1:%(vn+10>< 0,5")+3x0,5"—10x0,5""

vn+]=lvn+(2+3—10><0,5)><O,5"
5

vn+1=%vn+(5—5)><0,5”
1

vn+1:§vn

Vo=u,—10%0,5"=2—10=—8
Conclusion

La suite (v, ) est de % et de v,=—8.

),,

b. Pour tout entier naturel n , v, =v,q"=—8 X(

tl‘l|»—t

Ona:u,=v,+10x0,5"

un=—8><(%) +10%0,5"
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0<0,5<1  lim 0,5" =0

n=>+o0w

0< % < lim (l) 0

n->+o0

Donc, lim u, =0

n=>+ow

4. Entrée: n et u sont des nombres
Initialisation : n prend la valeur 0
u prend la valeur 2
Traitement : Tant que : u > 0,01

n prend la valeur : n + 1

1 n
u prend la valeur :| zu+ 3X0,5
Fin Tant que
Sortie : Afficher n
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