QY Meilleur en maths

Exercice 4 Spoints

| Candidats n'ayant pas suivi la spécialité|

Soit ABCDEFGH un parallélépipéde rectangle tel que AB =2, AD =3 et AE = 1. On appelle
respectivement 1,J et P les milieux des segments [CD],[EF] et [AB].

— 1 —
On note Q le point défini par AQ= 3 AD .

E

On appelle plan médiateur d'un segment le plan perpendiculaire a ce segment et passant par son milieu.
L'objectif de I'exercice est de déterminer les coordonnées du centre d'une sphére circonscrite au tétraedre
ABIJ(c'est a dire une sphére qui passe par les quatre points A,B,LJ).

L'espace est rapporté au repére orthonormal (A ; AP ; KE) ; XE) .

1. Justifier que les quatre points A,B,I et J ne sont pas coplanaires.

2. Déterminer une équation cartésienne du plan médiateur ( P, ) du segment [AB].

3. Soit ( P,) le plan d'équation cartésienne 3 y — z—4=0.
Montrer que le plan ( P, ) est le plan médiateur de [1J].

4 . a. Démontrer que les plans ( P, ) et (P, ) sont sécants.

b . Montrer que leur intersection est une droite ( A ) dont une représentation paramétrique est ;
x=1
y=1

z=3t—-4

ou t décrit 'ensemble des nombres réels IR

¢ . Déterminer les coordonnées du point 2 de la droite (A) tel que QA = QI.

d . Montrer que le point () est le centre de la sphére circonscrite au tétracdre ABIJ.
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Correction :

1. Les points A,B et J appartiennent a la face (ABFE) du parallélépipéde et le point I appartient a la face

opposée (CDHG) donc

2. Leplan ( P, ) médiateur de [AB] est le plan
2

—_—

B| o
0
Donc, M(x;y;z)€(P1) & PM . AB=0

. |x—1 |2
PM y AB |0
z 0

PM . KE:2(x—l)+0.y+O.z=2x—2

(P,): 2x-2=0
(Py):

A0;0,0) B(2:0,0) D(0;3;0) E(0;0;1)

AC= AB+ AD C(2;3;0)
AF = AE + AB F(2;0;1)
AH= AE + AD H(0:;3:1)
AG=AC+CG=AC+ AE G(2:3:1)

I est I 2+O,_3+3 ;0+O
2 2 2
[(1;3:;0)
J est j 2+0;O+0;1+1
2 2 2
J(1;0;1
K est K 1+1;3+0;1+0
2 2 2

| K(1;1,5;0,5)

(P,) estle plan médiateur de [1J]

(P,) estleplan et

Donc, M (x;y;z)€(P,) o KM.II=0

—_—

3. On détermine les coordonnées des sommets du parallélépipéde dans le repére (A; AP; A

Q

b

AE

)
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| x—1
KM y—l,S
z—0,5

KM .=0.(x—1)+(=3).(y=1,5)+1.(z—0,5)=—3 y+z+4,5-0,5

(P,): -3y+z+4=0

(Py):
. [2 ~ |0
4.a. Lesvecteurs AB |0 | et IJ | -3 donc les plans (P, ) et (P,)
0 1
donc les plans (P, ) et (P,)
b. x—1=0 onpose yp=¢ (tétant un nombre réel quelconque)
3y—z—4=0
On obtient :
x=1
y=t ou t décrit I'ensemble des nombres réels.
z=3t—4
Ce systéme est de la droite d'intersection (A) des plans (P, ) et (P,).

c¢. Q estun point de (A) donc il existe unréel ¢ tel que Q (1;t;34)

A(0;0;0) 1(1;3;0)

L -1 . 0

QA —t QI 3—¢
—3t+4 —3t+4

QA=Ql & QA’=QT o I+ '+(=3t+4) = 0°+(3—1) + (=31+4)
o 1+1=03-1) @ 1+£=9-6t+1 < 61=8 < t=

Onobtient Q(1; % ;0)

(SSTIE N

d. QgA) donc Qg P, ) et Qg P,)
Q& P, ) ona QA=QB
Qe(P,) ona QI=QJ
et on a QA=QI

conclusion: QA=QB=QI=QJ
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