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QY Meilleur en maths

Exercice 3 [ Candidats ayant suivi I'enseignement de spécialité| 5 points

Une ville posseéde un réseau de vélos en libre service dont deux stations A et B se situent en haut d'une colline.
On admet qu'aucun vélo des autres stations n'arrive en direction des stations A et B.

On constate pour chaque heure 7 qu'en moyenne :

. 20 % des vélos présents a I'heure n-1 a la station A sont toujours a cette station.

60 % des vélos présents a 1'heure n-1 a la station A sont a la station B et les autres sont dans les autres stations
du réseau ou en circulation.

. 10 % des vélos présents a 'heure n-1 a la station B sont a la station A, 30 % sont toujours a la station B et les
autres sont dans d'autres stations du réseau ou en circulation.

. Au début de la journée, la station A comporte 50 vélos, la station B 60 vélos.

Partie A
Au bout de n heures, on note a, le nombre moyen de vélos présents a la station A et b, le nombre moyen de

vélos présents a la station B.

On note U, la matrice colonne (Cll)” ) etdonc U, = (2 (()))

1. Déterminer la matrice M telle que U,,,=M XU,

n

2. Déterminer U, et U, .

3. Au bout de combien d'heures reste-t-il un seul vélo dans la station A ?

Partie B

Le service décide d'étudier les effets d'un approvisionnement des stations A et B consistant a apporter apres
chaque heure de fonctionnement 30 vélos a la station A et 10 vélos a la station B.

Afin de conduire cette étude, il décide de modéliser la situation présente de la manicre suivante :
Au bout de n heures, on note o, le nombre moyen de vélos présents a la station A et 3, le nombre moyen de

a, _ (50
Bﬂ)etvo o).

Dans ces conditions V,,,=M XV _+R avec R= (30 ) .

vélos présents a la station B.

On note V, la matrice colonne

10
1. On note I la matrice ((1) (i ) et N la matrice [-M.

a. On désigne par V une matrice colonne a deux lignes. Montrer que V=M XV +R équivaut NXV=R .

1,4 0,2 s 44
o 7 LE V= .
12 16 n déduire que ( 5) )

b. On admet que N est une matrice inversible et que N~ ' =
2. Pour tout entier naturel n, on pose W,=V —V

a. Montrer que W,,,=MXW

b. On admet que :

. pour tout entier naturel n, W, =M"X W,
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. pour tout entier naturel non nul n, M" = L_l 02 0.1
2" 0,6 0,3

Calculer pour tout entier naturel non nul #, V, en fonction de n.
¢. Le nombre moyen de vélos présents dans les stations A et B a-t-il tendance a se stabiliser ?
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Correction :
Partie A

1. Pour tout entier naturel » :
Au bout de n heures, il y a a, vélos dans la station A et b, vélos dans la station B.

20 % des vélos présents au bout de 7 heures a la station A, sont toujours & la station A & (n+1) heures : soit

Vélos.

10 % des vélos présents au bout de » heures a la station B, sont a la station A & (n+ 1) heures : soi | vélos.

Le nombre de vélos a la station A a (n+ 1) heures est :

a,,,=02a,+0,10,

Par un raisonnement analogue on obtient : | b ,,=0,6 a,+0,3b, |.
En utilisant , on peut écrire : (CZ’; :'] ) = (8:‘2 %’,13)(?): )
Donc, M= 8;2 (())’i?,) pour tout entier natureln U, =MXU, etU,= CZ‘; = Z(())) .
2. U.=|%|=[02 0,1}[50)_[0,2x50+0,1x60|_|16 U =16
b, 06 03)160) 10,6X50+0,3%x60 48 b1 48
U.=|2|-= 0,2 0,11/16|_{0,2X16+0,1x48 |_ (38 U.= |8
> b, \06 03)]48 0,6X16 +0,3x48) |24 2124
3. U.=|%|=[02 01)8]_[02X8+0,1x24 u.< 4
P\ by 0,6 03/\24 0,6 X8 + 0,3x24 12
U =2 |=[02 01|[4]_[02x4+0,1x12 U -[2
“ b, ] 06 03)\12) 10,6x4+03x12 Y6
U.=[9=(02 0,1][2]_{02Xx2+0,1x6|_{lI U.=|1
by \oe 03/\6) \06x2+03x6/ |3 >3
Donc, a;=1 ‘eq bs=3 ‘

Conséquence
, 1l ne a la station A.

Partie B

Pour tout entier naturel #:

V,= % | et V,..=MXV, +R avec R= (31(()) ) d'autre part V, = (2(()))

n

Ll 0  eneime (P O [02 01)_[ 08 o1
0 1 0o 1) 106 03/ \-06 07
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a. V est une matrice colonne a deux lignes.
En , on obtient :

V=MXV+R & V-MXV=R & IXV-MXV=R & ([-M)XxV=R & NxV=R

1,4 0,2
1,2 1,6/

b. On admet que N est inversible et que N~' = (

On peut vérifier que : NXN~'=1
08 —=0,11|1L4 02)_( 1,12-0,12 0,16-0,16 |_|[1 O
-0,6 0,7 J\L,2 1,6 -0,84+084 —0,12+ 1,12 0 1

On obtient de méme : N~ 'XN=I

Ona:

NXV=R & N 'X(NXV)=N"'XR & (N 'XN)XxV=N"'XR & IXV=N"'XR € V=N"'xR

12 1,6/)\10

44
52

Ve (1,4 0,2)(30

_[42+2)_[44
36+16/ |52

V:

2. Pour tout entier naturel n , W,=V ,—V
a. Pour tout entier naturel n

W, ., =V, ., —V=MXV +R—Vor V=MXV+R
Donc W,,,=MXV,+R—(MXV+R)=MXV —MXV=MX(V,—V)=MXW,
W, ,=MXV,

b. On admet que
. Pour tout entier naturel n , W,=M"XW,

. Pour tout entier naturel non nul n , M" = 17 02 0,1
21 10,6 0,3
Onadonc: W =V -V = 50| 44 )_|6
60 52 8
n 1 (02 o0,11[6 1 [1,2+0,8 1 (2
t: Wn:M XW,= — ? ? = — ’ ’ — ~
) P! (0,6 0,3)(8) 2! (3,6+2,4) 2! (6)

Pour tout entier naturel nonnuln , V,=W +V

V:(an):L(z)+(44)
"oAB,) 26 52

2
o, =44+—— 2
" #= 44 +
26 etV, = ot
B,=524 5 52 + 2n6 :
c. lim 2""'=+» donc lim 2'11 - =
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Et, lim a,=44 et lim f,=52.

n=>+ow n=>+owo
Le nombre moven de vélos présents dans la station A aura tendance a se stabiliser (environ 44 vélos). De
méme pour la station B (environ 52 vélos).
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