G Meilleur en maths Antilles-Guyane-Septembre-2014.

Exercice 3 3 points

On considére I'équation (E,) :
e -x"=0
ou x est un réel strictement positif et 7 est un entier naturel non nul.

1. Montrer que I'équation (E,) est équivalente & I'équation (E,) :

In(x)— % =0

2. Pour quelles valeurs de n I'équation (E,) admet-elle deux solutions ?
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Correction :

1. (B):e"-x"=0 & &' =x"
X est un nombre réel strictement positif et 7 est un entier naturel non nul donc x" >0, en utilisant les propriétés
de la fonction In :

(El) L= 11’1( e’ ):11’1( x”) et x:nln(x) =4 %:ln(x) et 11’1()6)— % =0

donc (E,) < (E,)
L'é¢quation (E,) est a I'équation (E,) .

2. Pour tout entier naturel non nul  , on considére la fonction /', définie sur |0 ;+oo] par :

£, (e)=in (x)-2

f, est dérivable sur |0;+oo] .

£, (x) == car (In(o))= +

x
, o\ N—X
f‘n(x)__ nx
Le de ' (x) estle signe de n—x .
x>0 lim In(x) == et lim = =0 donc lim £ (x) =
x20 x>0 N x20
e ]

On sait que lim M =0 donc lim (M—n) =-n<0

x>+ X X>+w X

et lim f (x)=

x>+

Tableau de variations

X 0 n +o0
S (x) + 0 -
In(n)-1
fn(x) / \

Onaln(e)=l ete =

. Si 1<n<2alorsIn(n)<let f,(n) <0

Conséquence
Pour tout nombre réel x appartient a l'intervalle ]0;+oo[ , £ (x) <0 donc I'équation £, (x) =0
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. Si3<npalors 1<In(n) et f,(n) >0

£, est continue et strictement croissante sur ]0;n[ a valeurs dans ]—o0; £, (n)[ . 0 appartient a l'intervalle

]—o0; £, (n)[ donc le théoréme des valeurs intermédiaires nous permet d'affirmer que I'équation f (x)=0
admet une unique solution o, appartenant a l'intervalle |0;n] .

f, est continue et strictement décroissante sur |n;+oo| & valeurs dans |—oo; f (n)[ . 0 appartient a l'intervalle

J]—o0; f,(n)[ donc I'équation £, (x) =0 admet aussi une unique solution B, appartenant a |n;+oo| .

Conclusion
L'équation (E,) admet deux solutions si et seulement si » est un entier supérieur ou égal a 3.
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