QY Meilleur en maths

Exercice 1 5 points

Sur le graphique ci-dessous, on a tracé, dans un repere orthonormé (O_f_j) , une courbe € et la droite (AB)
ou A et B sont les points de coordonnées respectives (0 ; 1)et(—1;3).

On désigne par f la fonction dérivable sur IR dont la courbe représentative est €. On suppose , de plus, qu'il
existe un réel a tel que pour tout réel X , /' (x)=x+1+axe "

1 .a. Justifier que la courbe € passe par le point A.

b. Déterminer le coefficient directeur de la droite (AB).
c.

d

Démontrer que pour tout réel x , £ '(x)=1—a(2x’~1 )eﬂCz
. On suppose que la droite (AB) est tangente a la courbe € au point A. Déterminer la valeur du réel a .
2. D'aprés la question précédente, pour tout réel x , £ (x)=x+1—3xe™ et £'(x)=1+3(2x*—1)e™

a. Démontrer que pour tout réel x de l'intervalle ]-1 ; 0], f (x)>0.

b. Démontrer que pour tout réel x inférieur ou égal a -1, £ '(x)>0 .

c. Démontrer qu'il existe un unique réel ¢ de l'intervalle l? ;—1] tel que £ (c)=0.

Justifier que c< —% +2X107°.

3. On désigne par .« , l'aire exprimée en unités d'aire, du domaine défini par : c<x<0 et OSy<f (x)

a. Ecrire .« sous la forme d'une intégrale.

0
b. On admet que l'intégrale 1= f f(x)dx est une valeur approchée de ./ a 10 prés. Calculer la valeur
3

2
exacte de I.
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Correction :

1.a. A(0:1) £(0)=0+1+0=1
Donc, la courbe ¢’

b. A(0;1) B(—1;3)
yB_yA:_3—1 _
.XB—)CA _1_0

Le coefficient directeur de la droite (AB) est : m=

2
X

c. [ estdérivablesurRet(e™)=—2xe"
donc, pour tout nombre réel x :

f'(x)=1+ae " +ax(—2xe " )=1+ae " —2ax’e ™"
f’(x)ZI—a(2x2—1)efxz

d. (AB)est a € si et seulement sim.
Or, f'(0)=1+a

f'(0)=—2el+a=—2ea=-3

Conclusion :

Pour tout nombre réel x :

fx)=x+1-3xe™ et £'(x)=1+3(2x>=1)e™

2

2.a. Si —1<x<0 alors 3>—3x=0
or, pour tout nombre réel X : e >0
Donc, —3x e >0

Si —1<x<0 alors O<x+1<1
Conséquence :
Si x€]—-1;0] alors f (x)=x+1-3xe " >0

b. Six<—1lalors x’>1 (la fonction carré est décroissante sur ]-0;0] )
et 2x*-1>1 donc 3(2x*—1)e >0

Conséquence :
Si x€]—oo;—1]alors| £'(x)=1+3(2x’=1)e™ >0

c¢. Pour tout nombre réel x appartenant a l—%;—l] on a f'(x)>0 donc f est et
3
—=;—1].
surl X ]
3\_ 1.9 &1_ 225 . . 3 3
f Y ——5+Ee =-0,5+4,5¢ “~ . En utilisant la calculatrice : f 5 ~—0,026 donc f 5 <0

f(—l):1+3e_1:1+§ ~ 2,104 donc f(—1)>0

f(—%);ﬂ—l)]

Le nous permet d'affirmer qu'il existe un unique nombre réel ¢

Ona0e
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appartenant a [—%;—1] tel que 1 (c)=0.

—%+2><102=—1,48

£(=1,48)=—048+4,44¢7% ~0,017>0

f(=1,5)<0 et £ (—1,48)>0
Donc,

3.a. f estcroissante sur [c;—1] (pour tout nombre réel x appartenant a [c;—1],ona f'(x)>0)et £ (c)=0

Dong, si c<x<—1 alors f (¢)<f (x) soit 0<f (x).
Nous avons vu dans la question 2 .a. que si —1<x<0 alors 0< f (x)

Conséquence :
fest sur[c;0].

f est et sur [ ¢;0] donc l'aire .« en U.A. du domaine plan défini par ¢ <x<0 et 0<y< f(x)

est: ./ = ff(x)dx.

b. I= ff(x)dx
3
Rappels
Pour tout nombre réel x
glx)=e” g'(x)=-2xe"
e 3 e
h(x)=—3xe H(x)—ae
H est de /1 sur R
2 2
F(x)=%+x+%ex
F est de f sur R
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Métropole-Septembre-2014.

Remarque
I=~1.717
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