@ Meilleur en maths

Exercice 4 [ Candidats n'ayant pas suivi I'enseignement de spécialité] 5 points

Dans 'espace muni d'un repére orthonormé ( 0, i ] , _IE) , on considere le tétraédre ABCD dont les sommets ont
pour coordonnées : A (1;—v3;0) ; B(1;v3;0) ; C(=2;0;0) ; D(0;0;2+2)

1. Démontrer que le plan (ABD) a pour équation cartésienne 4 x+z+/2=4 .

2. On note < la droite dont une représentation paramétrique est :

xX=t
y= O_ teR
z=t+2

a. Démontrer que & est la droite qui est paralléle a (CD) et passe par O.
b. Déterminer les coordonnées du point G, intersection de la droite < et du plan (ABD).

3 .a. On note L le milieu du segment [AC].
Démontrer que la droite (BL) passe par le point O et est orthogonale a la droite (AC).

b. Prouver que le triangle ABC est équilatéral et déterminer le centre de son cercle circonscrit.

4 . Démontrer que le tétracdre ABCD est régulier c'est a dire un tétra¢dre dont les six arétes ont la méme
longueur.
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Correction : o B B _
Le repére (O, 1, j, k) est orthonormé. A (1;—+3;0) ; B(1;v3;0) ; C(=2;0;0) ; D(0;0;2v2)
On peut construire la figure suivante :

0 -1
1. AB|2V3| AD |3
0 242
Les vecteurs ABet AD donc les trois points A ; B et D (ABD).
4 x+z+2=4 de (ABD) si et seulement si les coordonnées de A et de B et de D
sont L _
A(1;—43;0) 4X1+V2x0=4
B(1;V3;0) 4X1+V2x0=4
D(0;0;2V2) 4x0+v2x22=4
Donc, 4 x+zv2=4 est de (ABD).
1
2.a. & estladroite par 0(0;0;0) et de |0
V2
|2
CD | 0 |est de (CD).
242
Or, CD =21
Donc, & est a (CD)

b. Pour déterminer les coordonnées du point d'intersection de < et(ABD), on résout le systéme :
x=1t
y=0
z=t \/ 2
4x+z+2= 4
On obtient :

4t+(1V2)V2=4 S 41+21=4 S 61=4 & rz%
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220,242
3777
242
G|=:0
(3”3)
3.a. Lest de [AC]
_3
- 2
L(_%;J_;;o) B(15V3:0) BL |_3/3
2
0

On obtient pour représentation paramétrique de (BL) :
3
= ——t'+l
)

__3¢3t,+@ t'eR

z= 0¢'+0
0(0;0;0)
On résout le systéme :
0= —it’+1 .2
2 t :g )
= t'==
= 3¢3 +V3 ,_2
t :E
0= Ot +0
Donc l'origine appartient a (BL)
_3
—_— __ —_— 2_
AC | V3 BL | 343
0 2

— — 3 3V3 9 9
.BL=—-—=>X(— X X(O)==—Z=
AC 2(3)(2)¢3+00220

Les vecteurs AC et BL sont donc les droites (AC) et (BL) sont

Remarque :
On peut démontrer géométriquement que

b. (BL) est et aussi , issue de B, donc le triangle ABC est

On peut aussi démontrer rapidement que (CI) est et aussi du triangle ABC, issue de C
donc

Conclusion :

CA=CB=BA et le triangle ABC est et a ABC est le point
d'intersection de (BL) et (CI), soit
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4 . Pour démontrer que le tétracdre est régulier, il suftit de vérifier que AB=AD=BD=DC.
Le repére étant orthonormé

0
AB [243 AB%= (24/3) =
0
__ |1
AD | V3 AD?= (—17+(V3)+(2V2)=1+3+8 =
242
— - 1— —
BD | -3 BD?= (—1)+(=V3)+(2V2)'=1+3+8 =
242
—— 2 J—
DC | 0 DC?= 22+0°+(2v2)=4+0+8 =
242
Conclusion :

Le tétracdre est .
On joint une figure en plagant les points G et L.

Remarque :
On peut démontrer que G est le point d'intersection des droites & et (DI) et aussi que G est le centre de gravité

du triangle ABD (en utilisant le théoréme de Thalés dans le triangle CDI).
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