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QY Meilleur en maths

Exercice 4 | Candidats ayant suivi la spécialité| 5 points

Un fumeur décide d'arréter de fumer. On choisit d'utiliser la modélisation suivante :
. S'il ne fume pas un jour donné, il ne fume pas le jour suivant avec une probabilité de 0,9.
. S'il fume un jour donné, il fume le jour suivant avec une probabilité de 0,6.

On appelle p, la probabilité de ne pas fumer le n'“" jour aprés la décision d'arréter de fumer et q, la probabilité

iéme :

de fumer le n'“" jour apres la décision d'arréter de fumer.
On suppose que p,=0etg,=1.

1. Calculer p,etgq,.

2. On utilise un tableur pour automatiser le calcul des termes successifs des suites (p, ) et (¢,) . Une copie
d'écran de cette feuille de calcul est fournie ci-dessous.

A B Cc D

3 1
4 2
6 3

Dans la colonne A figure les valeurs de l'entier naturel .
Quelles formules peut-on écrire dans les cellules B3 et C3 de fagcon qu'en les recopiant vers le bas, on obtienne
respectivement dans les colonnes B et C les termes successifs des suites (p, ) et (q,) ?

P.

dx

09 04
0,1 0,6

On admet que X,,, =M XX, et que, pour tout entier naturel n, X,=M"XX, .

3. On définit les matrices M et, pour tout entier naturel n, X, par M= ( ) et X, =

o , 0,8 0,8 02 —08
finit | AetBparA=|" 0 |etB=| O ’
On définit les matrices A et B par ( 0.2 0,2) et (_ 0,2 0,8 )

0 0
0 0

On admet dans la suite que, pour tout entier naturel 7 strictement positif A"=A et B"=B .
c¢. Démontrer que, pour tout entier naturel n, M"=A+0,5"B .
d. En déduire que, pour tout entier naturel n, p,=0,8—0,8 X0,5"

a. Démontrer que M=A+0,5B
b. Vérifier que A’=A , et que AXB=BXA =

e. A long terme, peut-on affirmer avec certitude que le fumeur arrétera de fumer ?
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Correction :

1. p,=0et q,=1
Pour le premier jour, on sait que la personne a fumé la veille (car q,=1) donc‘ p,=0,4

, car si la

eq q,=0,6

personne fume un jour, la probabilité qu'il fume le jour suivant est 0,6 donc la probabilité pour qu'il ne fume pas

est:[1-0,6=0.4]

2. On note :
F l'événement : « la personne fume le jour donné »
F 1'événement : « la personne ne fume pas le jour donné »

et P(F)=q,

iéme :

Pour le '™ jour ‘P(l_?)=Pn

L'énoncé précise :

Si la personne a fumé le n
fume pas est 1-0,6=

Si la personne n'a pas fumé le n'*"™ jour, la probabilité pour qu'il ne fume pas le jour suivant est : et la
probabilité qu'il fume le jour suivant est 1-0,9=

iéme :

jour, la probabilité qu'il fume le jour suivant est (.6 et la probabilité pour qu'il ne

On peut construire

0.9/ F
F<_
pn/ T~ F
q,\ ) - F
F < |
e i

On peut aussi construire un graphe probabiliste.
0.1

__—

On obtient :

P,+1=0.9p,+0,4q,
9,.,=0,1p,+0,6q,
En B3, on écrit : = 09XB2+0,4XxC2
En C3, on écrit : = 0,1xB2+0,6XxXC2
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3 M (09 04
0,1 06

On vérifie facilement que
MX = (0,9 0,4 )(pn _

Xn+1 — pn+1
qn+1

= Xn+1

0,1 06)\q,

—[Pn+1
d,+1
(La justification n'est pas demandée )

On admet que X, =M"X,

(on peut démontrer facilement ce résultat en effectuant un raisonnement par récurrence).

A= 0’8 0’8 et B= 052 _0,8
052 032 _0,2 O’S
a.
A+05B= (08 08 10,5 02 —08|_[08 08|, 01 —04
02 02 -02 08 02 02/ \=01 04
A+0,5B=|09 04
0,1 0,6

Donc, M=A+0,5B
b

Al= 0,8 081}/08 08]_[0,8x0,8+0,8x0,2 0,8X0,8+ 0,8X0,2
0,2 02/102 0,2 0,2x0,8 +0,2x0,2 0,2x0,8 +0,2X0,2
0,64 + 0,16 0,64 + 0,16 )_ 0,8 0,8 |_

A’= =
0,16 + 0,04 0,16 +0,04/ (0,2 0.2

donc(On peut utiliser la calculatrice )

AXB:(O,S 0,8)( 0,2 —0,8)_(0,8><0,2—O,8><0,2 —0,8><0,8+O,8><0,8)

02 02/{-02 08 0,2x0,2-0,2x0,2 —0,2%0,8 + 0,2x0,8
AXB= g (()) (On peut utiliser la calculatrice)
BxAa=| 02 —08)08 08)_[02X0,8-0,8x02 0,2Xx0,8—0,8x0,2
-02 08 /10,2 0,2/ 10,2%x0,8-0,8%0,2 —0,2x0,8+ 0,8x0,2
BXA= (0) (()) (On peut utiliser la calculatrice )

On admet que pour tout entier naturel strictement positif : A"=A et B"=B.
¢. On veut démontrer, en utilisant un raisonnement par récurrence, que pour tout entier naturel »
M"=A+0,5"B.

cas particulier : n=0

1 0
0 1
On vérifie que| A+0,5°B=A+B=1 ‘

Pour n=1, on a démontré que M=A+0,5B donc M'=A+0,5' B
La propriété est vérifiée pour n=1

On suppose que M’= IZ( ) et que 0,5"=1
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Pour démontrer que la propriété est héréditaire pour tout entier naturel n, on suppose que M"=A+0,5B et on
doit démontrer que M"*'=A+0,5""'B..

M"™'=M"XM'=(A+0,5"B)x(A+0,5B)

En utilisant les propriétés du calcul matriciel, on obtient :
M"'=Ax A+(0,5"B)xA+AX(A+0,5B)+(0,5")x(0,5B)
M"'=A%+0,5"(BXA)+0,5(AXB)+(0,5"%0,5)B’
Or,AzzA;BzzB;AXB=B><A=(8 0

donc, M""'=A+0,5""'B

nous permet d'affirmer que pour tout entier naturel n, M"=A+0,5"B
d. Pour tout entier naturel n, nous avons :

X,=M"X, X, =[P on(q) et M'=A+0,5'B
q,
Mr=[08 08,05 02 —08|_[ 0.8+05%x2 08-05"%08
02 02/ 7 1-02 08 0,2 —0,5"%0,2 02 +0,5"%0,8

x =[P |= 0,8+0,5"%0,2 0,8—0,5"%0,8
" q, 0,2-0,5"%0,2 02+0,5"%0,8
dongc p,=0,8—0,8 x0,5"

e. 0<0,5<1 donc lim 0,5" =0 et lim p, =

n=>+o0 n=>+ow

0|_[0.8-05"%0.8
1)7102+05"%0,8

A long la terme,
Conséquence
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