Q3 Meilleur en maths

Exercice 1 6 points

Partie A

Dans le plan muni d'un repére orthonormé (O; Y,]) , on désigne par € | la courbe représentative de la

. s . b ¢ .
fonction u définie sur l'intervalle |0:+oo[ par: u(x)= a+—+— oua,b etc sont des reels
X x

fixés.
On a tracé sur le graphique ci-dessous la courbe €, et la droite & d'équation y=1.

—

On précise que la courbe €, passe par les points A (1;0) et B(4;0) et que I'axe des ordonnées
et la droite &) sont asymptotes a la courbe €' .

1. Donner les valeurs de u(1) et u(4).
2. Donner lim u(x).En déduire la valeur de a.

x>+

2

. . . iy —5x+

3. En déduire que, pour tout réel x strictement positif, u(x)zw
X

Partie B

Soit f la fonction définie sur l'intervalle ]0;+oo[ par: f(x)=x—5In x—%

1. déterminer la limite de f(x) lorsque x tend vers 0. On pourra utiliser sans démonstration le fait que

lim x1n x =0.
x=0

2. Déterminer la limite de f(x) lorsque x tend vers +oo .

3. Démontrer que, pour tout réel x strictement, f (x)=u/(x) .
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En déduire le tableau de variation de la fonction f en précisant les limites et les valeurs particulieres.
Partie C
1. Déterminer l'aire ./, exprimée en unité d'aire, du domaine hachuré sur le graphique de la partie A

2. Pour tout réel A supérieur ou égal a 4, on note .4 , l'aire, exprimée en unité d'aire, du domaine formé par
les points M de coordonnées (x;y) telles que : 4<x<A et O<y<u(x).

Existe-t-il une valeur de A pour laquelle A ;, =.4 ?

Dans cette question, toute trace de recherche, méme incompléte, ou d'initiative, méme non fructu-euse, sera
prise en compte dans 1'évaluation.
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CORRECTION

Partie A
1. €, passe par les points A(1;0) et B(4;0) donc u(1)=0 et u(4)=0.

2. 9 estla droite d'équation y=1.
9 est asymptote & la courbe €, en +oo donc lim u(x)=1.

xX=>+0

Or u(x):a+h+£2 et lim 2=0 et lim C—2=0 donc lim u(x)=a.

X x x>+ X X+ X X+
conséquence
a=1.
, . b ¢
3. Pour tout nombre réel de l'intervalle 0;+oo[, u(x)= at—+—
X

or a=1 donc u(x):1+h+i2
X x

u(1)=0 donc O0=I1+b+c
b ¢
4)= =1+—=—+—
u(4)=0 donc 0 +4+16
On obtient: b+c=—1 et 4b+c=—-16

soit 3b=—15 b:—?:—s et c=—1+5=4
Conclusion
2
u()c)=1—§+i2 soit u(x):L;H-4
X o x X
Partie B
. x’—5xIn(x)—1
1. Pour tout nombre réel de I'intervalle ]0;+0o[, f(x)= .
x
lim x’~5xIn(x)=0 car lim xIn(x)=0
x>0 x20
donc lim (x’~5In(x)—4)=-4 et limx=0 (x>0)
x=0 x=>0
Conséquence
lim f(x) = —oo
x>+
2. f(x)zx(l—Sln(x) 4
X X
lim 220 et 1m mE_
x>+0 X X+ X
donc lim f(x)= +o.

x>+

3. fest dérivable sur |0;+oo]

2
f'(x):1_§+i2:u(x):&zx+4
X X b

On détermine le signe de u(x), en utilisant le graphique ou enutilisant le signe d'un trinéme en

(x):(x—l)(x—4)

remarquant que u > .
X

On obtient le tableau de variation de f
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X 0 1 4 + 00
f'(x) + 0 — 0 +
(1) +00
1) / \ /
-00 f(4)
f(1)=1-4=-3

f(4)=4-5In(4)-1=3-5In(4)=-3,934 107 pres
Partie C

1. u est continue et négative sur [1;4] donc l'aire en U.A. de la partie de plan comprise entre la courbe €,
4

l'axe des abscisses et les droites d'équations x=1 et x=4 est:.{ =- f u(x)dx.
1

f est une primitive de u sur |0;+oo[ donc :
A= —(f(4)—f(1))=Ff(1)—1(4)
f(1)=-3

f(4)=3-5In(4)

A= 5In(4)-6 U.A.

A=093a 107 pres

2. A estun réel supérieur ou égal a 4.
u est continue est positive sur [4;+oo[ doncl'aire en U.A. de la partie de plan comprise entre €',

A
l'axe des abscisses et les droites d'équations x=4 et x=A est: A, = f u(x)dx
4

A

—
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f est une primitive de u sur |0;+oo[

A, = £(0)—F(4)
A, = x—51n(x)—%—(3—51n(4))

Ay = 1=5In(A)=2-3+5In(4) UA.
A =A of(h)-f(4)=f(1)-f(4) =f(h)=f(1)=-3

On considére la fonction g définie sur [4,+0o[ par g(A)=f(A)+3

g (M)=f'(A)=u(r)=0 ( u(4)=0)
donc g est continue et strictement croissante sur [ 4;+0o0[
g(4)=-0,93 a 1072 prés et lim g(A)= +0

A>+o0

Le théoréme des valeurs intermédiaires nous permet d'affirmer que I'équation g(A)=0 admet une

solution unique A, appartenant a l'intervalle [4;+o] .

En utilisant la calculatrice on obtient une valeur approchée de A, .

7,7<A,<7,8 donc A,=7,74a 10" prés.
Etona o ; =
Remarque

En utilisant la calculatrice, on peut obtenir la courbe représentative de f.

g(h)=0af(N)=f(1)=-3

54

L'abscisse du point d'intersection de € ; et de la droite d'équation y=—3 est: A,.
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