Q3 Meilleur en maths

Exercice 1 7 points

Les parties A et B peuvent étre traitées de fagon indépendantes.

Partie A
On rappelle que la partie réelle d'un nombre complexe z est notée A(z).

1. Déterminer I'écriture exponentielle du nombre complexe u=1-1i.

2. Déterminer, pour tout réel 0 la forme algébrique et la forme et 1'écriture exponentielle du nombre complexe
i0 .
e’ (1-i).

3. Déduire des questions précédentes que, pour tout réel 0 ona: cos(6)+sin(0)=v 2cos (8—%)

Partie B B
Danx cette partie, on admet que pour toutréel 0 ona: cos(6)+sin(6)=v2cos (6—%).

On considére les fonctions f et g définies sur l'intervalle [0;+ oo par :
f(x)=e " cos (x) et g(x)=e
On définit la fonction h définie sur [0;+oo[ par h(x)=g(x)—f(x).

Les représentations graphiques € ¢, €', et € | des fonctions f, g et h sont données en annexe,

—-X

dans un repére orthogonal.

1. Conjecturer :
a. les limites des fonctions fet gen +oo
b. la position relative de € par rapporta €',

¢. la valeur de I'abscisse x pour laquelle I'écart entre les courbes € ; et €', est maximal.
2. Justifier que €, est située au dessus de €, sur l'intervalle [0;+oo[ .
3. Démontrer que la droite d'équation y=0 est asymptote horizontale aux courbes €' ; et €', .

4.a. Onnote h  la fonction dérivée de la fonction h sur l'intervalle [0:+ o] .
Démontrer que pour tout x de l'intervalle [0;+00] :

h'(x)ze_x[\/Z_ cos (x—% —1] .

b. Justifier que, sur l'intervalle 0;%] , V2 cos (x—%)—lZO et que , sur l'intervalle [%;275] ,

V2 cos (x—%)—1<0.

c. En déduire le tableau de variation de la fonction h sur l'intervalle [0;2m].

5. On admet que, sur l'intervalle [0;+ o[, la fonction H définie par :
H(x)Z%e“[—2+ cos (x)— sin (x)] est une primitive de la fonction h.
On note & le domaine du plan délimité par les courbes € ; et €', et les droites d'équations x=0

et x=2m ;
Calculer l'aire .4 du domaine ¢, exprimée en unités d'aire.
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Q3 Meilleur en maths

CORRECTION

Partie A

1. u=l-i  |u]’=1’+1°=2  |u|=v2
sl 1 A V2 V2.
u—\/2(\/—2——\/—2—1)—\/2(7—71)
arg(u)=¢ (2x)

cos(cp)Z% et sin(cp)z—% donc cp:—% (2m)

30
2. ¢"=cos(6)+isin(6)
ele(l—i):(c.os(6)+.isir}(6))(l—i)zcos(6)+isin(@)—icos(@)—izsin(a)
= cos (0)+ sin(0)+i( sin (68)— cos (0))

. . —_ - . - — i(e-%)
. e‘e(l—u)Zele(¢2e =V2(e"xe *)=V2e *

Conséquence

u:\/fe_q:JE( cosS (—% +isin

&2
_

3. eie(l—u)= cos (0)+ sin (0)+i( sin (6)—cos(0))
donc R( e“(1—u))= cos(0)+ sin (0)

eie(l_u)szei(e_%)ZVf(( cos(ﬂ)—%)ﬂ sin (8—%))2\/5 cos (6—%

donc £( ¢ (1—u))= V2 cos (6—Z)

+iV7 i I
1\/ S 4

.lk

Conclusion B
cos (6)+ sin (6)=v2 cos (6—%)

Partie B

[

. Conjectures ( par lecture graphique )
lim f(x) =0; lim g(x) =0.

x>+ X+

b. € ; esten dessous de €', .
¢. La valeur maximale de I'écart entre €' ; et €, est obtenue pour x=1,6 (I'abscisse du maximun
de h.

®
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2. Pour tout nombre réel appartenant & [0;+ o0
g(x)—f(x)=e "= cos (x)e "=(1— cos(x))e ™
or >0 et 1—cos x>0 donc g(x)—f(x)>0 et €, estaudessusde€ ;.

3. g(x)=e"

lim (—x)=—o0 et lim ¢*=0 donc lim e *=0 et la droite d'équation y=0 est une asymptote
x>+ X>—w X>+00

horizontale a €', en +oo .

. Pour tout nombre réel x de l'intervalle [0;+o0]

f(x)=cos (x)e™ donc [f(x)=]cos (x)x|e™ = cos (x)xe™ =] cos (x)Ix g(x)
or —1< cos (x)<1 donc 0<|cos (x)<1

et O<[f(x)<g(x) et lim g(x) =0.

X+

Le théoréme des gendarmes nous permet d'affirmer que lim |[f(x)] =0 donc lim f(x) =0

X+ x>+

et la droite d'équation y=0 est une asymptote horizontale a €' ; en +oo .

4.a. Pour tout nombre réel de l'intervalle [0;+ o[
h(x)=g(x)=f(x)=(1- cos (x))e”"
h est dérivable sur [0;+ o]

Rappels
(e')=u'xe" donc (e™*)=—e " (u(x)=—x)
et (cos x)=—sin x

—X

h'(x)=sin (x)e "+(1— cos (x))(—e *)= sin(x)e "—e "+ cos (x)e"
h

’(i)Z( cos (x)+ sin (x)—l)eXZ(\/2_ cos (x—ﬂ)—l)ex

4
b. Le signe de h'(x) sur [0;27] est le signe de v2 cos (x—%)—l sur [0;2m].
. si O<x<% alors —%<x—%<% On pose X=x—% et on vérifie que %S cos X .
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On considére un cercle trigonométrique

J
A
M,
J
| om0 |
o[\ 7 [H
M,
Jl
——— n T - = V2
(i; OM,)= v (2@ ;(i; OM,)= " 2@ ;(i; OM)=X (2x) ; OHO:7
si —%<X<% alors —< cos X
Consé:_guence
0<¢2 cos x—%)—l
si T<x<2m alors Tex—T<lT Onpose X=x—2L eton vérifie que QZ cos X .
2 4 4 4 4 2
On considere un cercle trigonométrique
J
A M1
i
I — I
(o] 1 H0
M,
Jl
(T50M)=2 (20) ;(T: OM)= 15 (27) 515 OM)=X (2q) ,OHO:%
si E<X<7—Tc alors —2> cos X .
4 4
Consé_guence
0>V2 cos (x—%)—l .
c¢. Tableau de variations de h
X 0 g 21
h'(x) + 0 -
h(x) / \
0 0

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés

Page 5



Q Meilleur en maths
h(Z&\=¢(Z\= =2
2]
5. Pour tout nombre réel x de l'intervalle [0;+o0]

H(x):%e_x[—2+ cos (x)— sin (x)]

H est une primitive de h sur [0;+o0] .

9 est le domaine coloré en bleu sur le graphique ci-apreés.
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L'aire du domaine & en U.A. est : A = f h(x)dx
0

A= H(2x)—H(0)

H(2n)=%e_2”[—2+1—O]Z%e_zn
1 o 1
H(0)==¢'[—2+1-0]=—=
(0)=1e’-2+1-0)=-1
_ _l -2n _l _ l _ l -2n
A = 2e ( 2) > 2e U.A

T
55

2w

T
6.5
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