Q3 Meilleur en maths

Exercice 3 Candidats ayant suivi l'enseignement de spécialité 5 points

Partie A
a b
5 3

Le nombre 3a—5b est appelé le déterminant de M. On le note det(M).
Ainsi det(M)=3a—5b

On consideére la matrice M de la forme MZ( ) ou a et b sont des nombres entiers.

1. Dans cette question on suppose que det(M)#0 et on pose N:_d tl(M)( 3 —b ) '
e

Justifier que N est l'inverse de M.

2. On considére I'équation (E) : det(M)=3
On souhaite déterminer tous les couples d'entiers (a;b) solution de I'équation (E).
a. Vérifier que le couple (6;3) est solution de (E).
b. Montrer que le couple d'entiers (a;b) est solution de (E) si et seulement si :
3(a—6)=5(b-3)
En déduire I'ensemble des solutions de 1'équation (E).

Partie B

1. On pose Q:(g ;)

En utilisant la partie A, déterminer la matrice inverse de Q.

2. Codage avec la matrice Q

6 3

5 3) on utilise la procédure

Pour coder un mot deux lettres a 1'aide de la matrice Q:(
ci-apres :

Etape 1 : On associe au mot la matrice X =

X . . .

! ) ou x, estl'entier correspondant a la pre-

X
2

micre lettre du mot et x, l'entier correspondant a la deuxiame du mot selon le tableau de
correspondance ci-dessous :

A/B|/C|DIE|F|G|IH|I|J|K|L|M

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

N OIPIQ|R|S|T|U|V|W|X|Y|Z

13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Etape 2 : La matrice X est transformée en la matrice Y =
Y

yl) telle que Y=QX.

Etape 3 : La matrice Y est transformée en la matrice R=

r
1) telle que 1, estle reste de
I

la division euclidienne y, par 26 et r, est le reste de la division euclidienne de y, par 26.
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Etape 4 : A la matrice R= h ) on associe un mot de deux lettres selon le tableau corres-
I
pondance de 'étape 1.
Exemple :
JE » x={2] » v=[%| 5 r=(*] > oF
4 57 5

Le mot JE est codé en le mot OF.
Coder le mot DO.

3. Procédure de décodage
On conserve les mémes notarions que pour le codage.
Lors du codage la matrice X a été transformée en la matrice Y telle que Y =QX
3x,=3r1,—31,(26)
3x,=—51,+671,(26)
X, =r1,—1,(26)
x,=7r,+21,(26)

a. Démontrer que 3X=3Q'Y puis que [

b. enremarquant que 3X9=1(26) montrer que [

¢. Décoder le mot SG.
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CORRECTION

Partie A

1. M est la matrice de la forme Mz(es1 g ) .

-b 1
N=—1__p .
5 a )donc det(M) °

3

On note P la matrice P :(

On calcule MP puis PM

vp—(2 b|[ 3 -—b|_[3a-5b 3b-3b |_(3a-5b 0
5 3\-5 —a) |15-15 —5b+3a 0  3a-5b

(n. 1 0|_ 1 0
MP=(3a 5b)(0 1) det(M)(O |

3 —blla b|_[3a-5b 3b—3b |_[3a-5b 0

-5 a 5 3 —5a+5a —5b+3a 0 3a—5b
C(ra_am|l O 10

PM=(3a 5b)(0 1) det(M)(O 1)

Conséquence
1

10
NM= PM=
det (M) (o 1)
1

1 0
= MP=
det(M) 0 1 )
La matrice N est la matrice inverse de la matrice M.

2. (E): det(M)=3<3a—5b=3
a. 3X6—5%x3=18—-15=3
donc (6;3) est un couple solutions de (E).
b. (a;b) est solutionde (E) & 3a—-5b=3=3a-5b=3X6—-5X3=3a-3X6=5b—-5X3
o 3(a—6)=6(b—3)
3 divise 5(b-3) et 3 est premier avec 5, le théoréme de GAUSS nous permet d'affirmer que
3 divise (b-3) donc il existe un entier relatif k tel que b—3=3k .
Conséquence
3(a—6)=5(3k) donc a—6=5k et a=5k+6 et b=3k+3
Récitroquement
Pour tout entier relatif k, si a=5k+6 et b=3k+3 alors:
3a—5b=3(5k+6)—5(3k+3)=15k—18—15k—15=3 donc le couple (5k+6;3k+3)
est solution de (E).
Conclusion
l'ensemble des solutions de 1'équation (E) est I'ensemble des couples d'entiers relatifs de la
forme (5k+6;3k+3) avec k appartenant & Z.

Partie B

1. det(Q)=3%x6—5x3=18—15=3 donc Q1=l(—35 _63)
2. On considére le mot : DO on obtient X =

)
e, e

5 3/\14 15 +42
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60=2X26+8 donc r,=8
57=2X26+5 donc r,=5

R=(85 ) en utilisant le tableau on obtient le mot : IF

Conclusion
Le mot DO est codé en le mot IF.

3a. Y=QX=Q 'Y=Q '(QX)=Q 'Y=(Q 'Q)X=X
donc 3X=3Q'Y
Vi
Y2

3X=3Q'y e (3’“1):( 3 —3)(y1) o [3x1=3y1—3y2

et Y=

3x,) \=5 6 iy, 3x,==5y+6y,
Or y=r,(26) et y,=r,(26)
3x,=31,—3r1,(26)
3x,=51,+671,(26)
b. 3X9=26=1x26+1 et 3%x9=1(26)

On obtient [

9%x3x,=9%3r,—9%X31,(26)

9% 3x,=9X(—5)r,+9X61,(26)
9X(—5)=—45=—2x26+7 donc 9x(—5)=7(26)
9X 6=54=2%26+2 donc 9Xx6=2(26)

On obtient :
x=1,-1,(26)
x,=71,+21,(26)
¢c. SG -~ (18)
6
x,=18—6(26) x,=12(26)
x,=7X18+2X6(26)
x,=126+12(26)
x,=138(26)
138=5X26+8
x,=8(26)
X, (12
LH
Le mot SG est décodé en le mot MI.

) > Ml
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