Q3 Meilleur en maths

Exercice 3

4 points

On se place dans le plan complexe rapporté au repére (O;;V) .

Soit f la transformation qui a tout nombre réel z non nul associe le nombre complexe f(z) défini par :

fz)=z4L
z
On note M le point d'affixe z et M' le point d'affixe f(z).
1. On appelle A le point d'affixe a=-— %H%

l.a. Déterminer la forme exponentielle de a.
1.b. Déterminer la forme algébrique de f(a).

2. Résoudre dans l'ensemble des nombres complexes, I'équation f(x)=1.
3. Soit M un point d'affixe z du cercle € de centre O et de rayon 1.

3.a. Justifier que I'affixe z peut s'écrire sous la forme z=¢'® avec 6 unnombre réel.
3.b. Montrer que f(z) est un nombre réel.

4. Décrire et représenter l'ensemble des points M d'affixe z tels que f(z) soit un nombre réel.
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CORRECTION
V2 2
A, Aa=——+i—= -
l.a. a > 1 > la|=1 )
4 2 4" 2
3x
a=e *
(3 _i3l ~ _
1.b. f(a):a+l:e the =2 cos [2Z :—2><ﬁ= —\2
a 4 2

1
2. f(z)=1 & z+—=1 o Z4l=z o Z—z+1=0

A=1-4=-3=(iy3)’
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zlzeilg et 22:6lg
S={z,; 2, }

3.a. M appartient au cercle € de centre O et de rayon 1 si et seulement si OM=1 c'est a dire si et seulement si
l'affixe z du point M est de module 1 si et seulementsi z=¢'’ avec 6 nombre réel.
3.b. f(z)=e’+e¢ '"=2cos(0) donc f(z) est un nombre réel.

4. z=x+iy x ety sont des nombres réels tels que x’+y°#0
: 2, 3 : .
f(z):z+l=x+iy+ 1, :x+iy+x2 1)/2:()C +y )(X;l);)"'x 1y
z X+1y X +y X +y

T
X' +y X+y
f(z) est un nombre réel si et seulement si (x*+y”*)y—y=0 et x’+)°#0
cestadire (x’+y’—1)y=0 et x’+)’#0 soit(x’+y’=1 ou y=0)et x*+y’#0
L'ensemble des points M d'affixe z tels que f(z) soit un réel est la réunion du cercle € ( de centre O et de
rayon 1) et I'axe des abscisses privé de I'origine.
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