g Meilleur en maths

Exercice 4 Candidats n'ayant pas suivi lI'enseignement de spécialité 5 points

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O;T;V) .

Pour tout entier n =>4, on considére P, un polygone régulier a n cotés, de centre O et dont l'aire est égale a 1.
On admet qu'un tel polygone est constitué de n triangles superposables a un triangle OA B, donné, isocéle
en O.

Onnote 1,=0A_ | la distance entre le centre O et le sommet A, d'un tel polygone.

Partie A : étude du cas particulier n=6

On représenté ci-dessous un polygone P .

Ce By

EG FG

1
1. Justifier le fait que le triangle OA(B, est équilatéral, et que son aire est égale a 5"

2. Exprimer en fonction de T, la hauteur du triangle OA By issue du sommet B, .

3. En déduire que r6=\/3273— .

Partie B : cas général avec n >4

Dans cette partie , on considére le polygone P, avec n >4, construit de telle sorte que le point A, soit situé
sur l'axe réel, et ait pour affixe T, .

A .3
Onnote alors r_e'™ laffixede B, ou 0, estun réel de l'intervalle ]0’5].

n

A

1. Exprimer en fonction de T, et 0, la hauteur issue de B, dans le triangle OA B, puis établir que l'aire
2

de ce triangle est égale a r;—sin (0,)
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2. On rappelle que l'aire du polygone P, est égala 1.
Donner, en fonction de n, une mesure de l'angle (OAn ; OBn) , puis démontrer que :

_ 2

r =
" (2w
nsin| ==
n

Partie C : étude de la suite (r,)
On considére la fonction f définie pour tout réel x de l'intervalle ]0;7[ par: f(x ):_sinx( x)

Alors le nombre r, défini dans la partie B pour n =>4 | s'exprime a l'aide de la fonction f par :

On admet que la fonction f est strictement croissante sur l'intervalle ]0;7][ .

1. Montrer que la suite (r,) est décroissante. On pourra pour commencer par démontrer que pour tout n =>4

2n _ 2m
ona: 0< —/—< =<
n+1 n
2. En déduire que la suite (r,) converge. On ne demande pas de déterminer sa limite L, et on admet dans la

1
suite de I'exercice que L=——.
q N

3. On consideére 1'algorithme suivant :

Variables : n est un enombre entier
Traitement : n prend la valeur 4

Tant que 2 >(,58 faire
. 2@
n s1n‘ = '
n

n prend la valeur n+1
Fin Tant que
Sortie : Afficher n

Quelle valeur de n va afficher en sortie cet algorithme ?
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CORRECTION
Partie A : étude de cas particulier n=6

1. Les 6 triangles isoceles, de sommet principal 0, sont superposables donc une mesure de 1'angle m est

A 1‘2_3-5:1
cgala ——==7".

T
Le triangle OA¢By est un triangle isocéle ayant un angle de mesure 3 c'est donc un triangle équilatéral.

. Les 6 triangles sont équilatéraux et superposables, ils ont tous la méme aire.

. . 1
Or le polygone P4 est égal a 1, donc l'aire du triangle OA By est r

2. Soit Hg le pied de la hauteur du triangle OABgissue de B, donc le triangle B;OHg est rectangle en Hg

CG BG
Te
he
3
| []
DG ‘ 7'6 AG
(0] He
EG - FG
. V3
sm(HéOBé):sm(g)zj
On note hy=B H,
. BsH,  hg \/3_ \/3_
sin(H, OB;) = OB, :?6:7 donc h627r6
1 1
3. L'aire du triangle OH B, est égale a 5 X6 hﬁ:g
1 V3 1 2 1,2 _ 2
XTI XX = rg = X——=—"—
R I S R RN B

donc r6=\/ %\/3—

Partie B : cas général avec n = 4

1. Pour tout entier naturel n >4, soit H, le pied de la hauteur issue de B, du tiangle OA B, .

A

Tn

\J
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BH h
h,=B,H, sin(en)=0f;3n“=f h,=r,sin(0,)

1 1 1 .
L'aire du triangle OA B, est égale a EXOAnXBnHHZEXrnXhHZEXriXSm(6,,)

2. P, est constitué de n triangles isocéles de sommet principal O, superposables donc une mesure de 1'angle

(OA,;OB,) est: Tn donc 95%

1 1 . 1 . (2
L' aire du triangle OA B, est égal a el EXrﬁXSln(Bn)ZEXriXsm(Tﬁ)

2 2 2

1 1., . (2=m r,= r,=

121 2l ( ) o 0 >

n 2><rn><s1n(n) I nsin —2; nsin 2n (car 1, >0).
n

Partie C : étude de la suite (rn)
X

sinx

Pour tout nombre réel x de l'intervalle ]0;x[, (x )

n =4 donc 0< %< 18

2w| 2m 1
fl—|m—X—F
n n . [ 2=
sin| =—

n

1 2
donc —><f(—n):rrz1 et rn:\/ Lf(Z_rc
oL n 7 | n

1. La fonction inverse est strictement décroissante sur |0;+o| , donc pour tout entier naturel n =4 ona:

1 1 1 1 27 27
0< —< —< —< — o< —/—< <
P I 157 21t >0 donc ot n T

2. fest strictement croissante sur |0;+o[ et pour tout entier naturel n >4 ona:
el 27 | ¢l 2 eth2_n<Lf2_n
n+l n n \n+l T n

La fonction racine carrée est strictement croissante sur [0;+] donc :

\/ if(z—n)< \/ if(z—n) soit T..<T..
m \n+l1 7 n

Conclusion
La suite (rn) est décroissante

Conséquence
La suite (r,) est décroissante et minorée par 0 donc la suite (r,) est convergente.

: 1
On admet que lim rfﬁ =0,5642a 10 preés.

n->+ow

3. r,< 0,58
2 _
r,.=, —==0,620 a 10> r, > 0,58
‘ \/ 343 °
r,= 2 206054 107 prés
. 2m r, >0,58
7sin|—

7
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S Centres Etrangers

juin 2017

ry= 20,5954 107 pres
8sin| 2%
8
2 N S
ry= =0,588 a 10 ~ pres
9sin 2
9
2 R
r= =0,583 a 10 ° pres
10sin 2%
10

2

r,= =0,5799 a 107" pres
.27
11sin| =—
11

L'algorithme affichera n=11.

ry, >0,58

r, >0,58

r, >0,58

r,, < 0,58
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