Q3 Meilleur en maths

Exercice 4 Candidats ayant suivi I'enseignement de spécialité 5 points

On appelle « triangle rectangle presque isocele », en abrégé TRPI, un triangle rectangle dont les cotés de 1'angle
droit ont pour longueurs x et x+1, et dont I'hypoténuse a pour longueur y, ou x et y sont des entiers naturels.
Ainsi, un TRPI est un triangle rectangle dont les longueurs des c6tés de I'angle droit sont deux entiers consécu-
tifs et dont la longueur de I'hypoténuse est un nombre entier.

x+1

Si le triangle de cotés x, x+1 et y, ou y est la longuer de I'hypothénuse, est un TRPI, on dira que le couple (x;y)
définit un TRPI.

Partie A

1. Démontrer que le couple d'entiers naturels (x;y) définit un TRPI si et seulement si, on a :
y2 =2x"+2x+1

2. Montrer que le TRPI ayant les plus petits cotés non nuls est défini par le couple (3;5).

3.a. Soit n un entier naturel. Montrer que si n® est impair alors n est impair.
3.b. Montrer que dans un couple d'entiers (X;y) définissant un'TRPI, le nombre y est nécessairement impair.

4. Montrer que si le couple d'entiers naturels (x;y) définit un TRPI, alors x et y sont premiers entre eux.

Partie B

3 2
4 3

Soient x et y deux entiers naturels ; on définit les entiers naturels x' et y' par la relation :
y y
1. Exprimer x' et y' en fonction de x et y.

l.a. Montrer y’=—2x"'(x'+1)=y"-2x(x+1).
1.b. En déduire que si le couple (x;y) définit unTRPI, alors le couple (x';y') définit également un TRPI.

On note A la matrice carrée : A Z( ) , et B la matrice colonne BZ( 12 ) .

2. On consideére les suite (xn) et (yn) d'entiers naturels, définies par X,=3, ¥,=5 et pour tout entier natu-

xn+l
reln:

n+1

X

Yn
Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, le couple (x,;»,) définit un TRPL.

=A +B

3. Déterminer, par la méthode de votre choix, que vous préciserez, un TRPI dont les longueurs des cotés sont
supérieurs a 2017 ?
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CORRECTION

Partie A

1. Un triangle dont les longueurs des cotés sont des nombres entiers x, x+1 et y est un TRPI si et seulement si
ce triangle est rectangle et que 1'hypoténuse est pour longueur y donc en utilisant le théoréme de Pythagore
si estseulementsi x’+(x+1)°=)" o J=x"+x+2x+1 o '=2x"+2x+1

2. Six=1alors x+1=2 et y’=5 donc (x;y) ne définit pas un TRPL
Si x=2 alors x+1=3 et »’=4+9=13 donc (x;y) ne définit pas un TRPIL.
Si x=3 alors x+1=4 et y’=9+16=25=5" donc (3;5) définit un TRPL

3.a. n est un entier naturel et n”> est un entier naturel impair donc n*>1 et n=>1.
n’=2k+1 k estun entier naturel.
n’—1=2k < (n—1)(n+1)=2k
2 est un nombre premier qui divise le produit (n-1)(n+1) donc il divise 1'un des deux facteurs n-1 ou n+1.
Si 2 divise n-1 alors n=2a+1 (a est un entier naturel) donc n est un nombre impair.
Si 2 divise n+1 alors n=2b-1 (b entier naturel non nul car n=1) donc n est un entier impair.
Conclusion

3.b. x et x+1 sont deux entiers consécutifs donc I'un est un nombre pair et l'autre un nombre impair donc le car-
ré du premier nombre est pair et le carré du second est impair.
La somme des deux carrés est un nombre impair.

Conclusion
2

y

4. Le couple d'entiers naturels (x;y) définit un TRPI si et seulement si x et y sont des entiers naturels vérifiant :
vy =2x"+2x+1.
V=2x42x+1 o —2x(x+1)+yxy=1
On pose u=-2(x+1) et v=y u et v sont desentiers relatifs et on obtient : ux+vy=I.

Partie B

. (x'):(3 2)(x)+(1):(3x+2y)+(1):(3x+2y+1) . [x’=3x+2y+l
Sy \4 3/\y)\2) \4x+3y] \2 4x+3y+2 y'=4x3y42 °
La. p7-2x'(x"+1)=(4x+3y+2)"~2(3x+2 y+1)(3x+2y+1+1)
=16X"+9 )’ +4+24xy+16 x+12 y—2(9 X’ +6 xp+6 x+ 6 xy+4 Y +4 y+3 x+2 y +2)
=16x°+9 )y +24 xp+ 16 x+ 12 y+4—18x" = 12xy—12x—12 xy—8 y'—8 y—6x—4 y—4
:—2x2+y2—2x=y2—2x(x+1) .

1.b. Le couple d'entiers naturels (x;y) définit un TRPI si et seulement si y2—2 x(x+1)=1 donc le couple d'en-
tiers (x';y") vérifie y”’—x'(x'+1)=1 donc le couple (x';y") définit un TRPI.

2. On veut démontrer en utilisant un raisonnement par récurrence que pour tout entier naturel n, le couple
(x,3¥,) définit un TRPT,
Initialisation
Pourn=0 x,=3 et »,=35,le couple d'entiers naturels (3;5) définit un TRPI.
La propriété est vérifiée pour n=0

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés Page 2



Q3 Meilleur en maths

Hérédité
Pour démontrer que la propriété est héréditaire pour tout entier naturel n, on suppose que le couple d'entiers

naturels (X,;),) définit un TRPI et on doit démontrer que le couple d'entiers naturels (X415 Vaer) définit
un TRPI.

OI' xn+1:(xn)

Le couple d'entiers naturels (xnﬂ ;yn+1) définit un TRPIL.

Conclusion

3. On se propose de calculer les premiers termes des suites (x,) et (y,)

3+
5)

Xo
Yo

3
5

3
4
3
4
3
4
3
4

!

et yn+l:(yn), , dans la question précédente nous avons démontré que si (xn;y n) définit
un TRPI alors ((x,)";(»,)’) définit un TRPI.

Conséquenc

(x,50,)
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60 +58 +1
80 + 87 +2

|
|

476 + 507 + 2

2088 + 1970 + 1
2784 + 2955 + 2

357+338+1)

|

|

i

985

696 )

|

4059
5741

|
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