Q3 Meilleur en maths

Exercice 3

5 points

Partie A

Soit la fonction f définie et dérivable sur [1;+[ telle que, pour tout nombre réel x supérieur ou égal a 1 :

f<x>:§1n(x>,

On note € la courbe représentative de f dans un repére orthonormé.
1. Démontrer que la courbe €’ admet une asymptote horizontale.

2. Déterminer la fonction dérivée £  de la fonction fsur [1;+o] .
3. Etudier les variation de la fonction f sur [1;+00[.

Partie B

On considére la suite (u,) définie par :
2

1 .
u, = _[ N In(x)dx  pour tout entier naturel n.
1

1
1. Démontrer que u0=5(1n(2)>2.

Interpréter graphiquement ce résultat.

2. Prouver que, pour tout entier naturel n et pour tout nombre réel x de l'intervalle [1;2] on a :

1 1
OSFIn(xKFIn(?_) .

3. En déduire que, pour tout entier naturel n non nul, on a :
In(2) 1

O<u, <=l g
n 2"

4. Déterminer la limite de la suite (un) .
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CORRECTION
Partie A
. 1
Pour tout nombre réel x supérieur ou égala 1 f (x):;In(x ).
.1 . _
1. Le cours nous donne : lim %20 donc }irflwf(x)—o et
x>+

2. Pour tout nombre réel x supérieur ou égal a 1 :
| '

T

X X

X

1
On dérive un produit : f(x):;XIn(x)

f’(x)=(—i)1n<x)+l><l:— Lin(x)+L=L(1-m(x))
X X X X x
3. Lesignede f'(x) sur [1;+o[ estlesignede: 1—In(x)
I-In(x)<0 & 1<In(x) o e <x
1-In(x)>0 o e >x (>1)
On donne le tableau de variation de

X 1 e +00
f(x) + 0 -
1
f(x) / e \
0 0

£(1)=0 et f(e):é

Partie B

2
1. U, = J'
1

f(x):%ln(x):v(x)xv(@

2

In(x)dx= ff(x)dx

1

= |

1
Si v(x)=In(x) alors Vv '(X)Z; et une primitive F de fsur [1;+o[ est définie par :

)=y ) _ (in(x))

2 2
Conséquence

w,=F(2)-F(1)=02T = Ly o))

f est continue et positive sur [1;2] donc U, est l'aire, en unité d'aire, de la partie de plan comprise entre

la courbe € 1'axe des abscisses et les droites d'équations x=1 et x=2.
(Partie colorée sur la figure suivante non demandée dans I'énoncé)
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€
(o) 1 2
2. In est croissante sur |0;+oo[
Si 1<x<2 alors In(1)<In(x)<In(2) soit 0<In(x)<In(2)
1
Pour tout nombre réel x de I'intervalle [1;2] et pour tout entier naturel n non nul : —7>0
X

donc I{_‘_IXO\LXIH( )\LXIH(Z)
X X x

3. En utilisant les propriétés des intégrales :
2

(2)dx

(x)dx <

Pour tout entier naturel n non nul

1
Soit g la fonction définie sur [1;2] pat g(x): ol
X

G(x)=—=—Tx L
—1n n x
G est une primitive de g sur [1;2].

__ 1 11
fg )dx=G(2)-G(1)= Xty n(l 2n)

2)] o221

2
Conclusion
O<un<M(l—i)
n 2"
.1 . In(2
4. limM=0 et llm—=0 donc 11mM(1——
na+o 1l n-)+oo2 n>+c 1l

Conséquence

lim u,

n-=>+oo

<x><xiﬂ 2)
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