Q3 Meilleur en maths

Exercice 2 5 points

i ()
X
On note €’ la courbe représentative de f dans un repére orthonormé.

On considére la fonction f définie sur ]0;+o0o[ par: f(x

1. Déterminer la limite en 0 de la fonction f et interpréter graphiquement le résultat.

In(Vx) |’

2.a. Démontrer que, pour tout x appartenant & ]0;+oo[ : f(x)=4 N ) .
x

2.b. En déduire que l'axe des abscisses est une asymptote a la courbe représentative de la fonction f au voisi-
nage de +.

3. On admet que f est dérivable sur ]0;+o[ et onnote f sa fonction dérivée.

In(x)(2—In
3.a. Démontrer que, pour tout X appartenant a |0;+oo[ , f (x)= Lol 2 x) .

3.b. Etudier le signe de f'(x) selon les valeurs du nombre réel x strictement positif.

3.c. Calculer (1) et f(e?).
On obtient le tableau de variations ci-dessous.

X (] 1 e? +00

+00

f \0/4\

4. Démontrer que I'équation f(x)=1 admet une unique solution « sur ]0;+o[ et donner un encadrement
de o d'amplitude 107°.

0
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CORRECTION

Pour tout nombre réel x de l'intervalle ]0;+oo] :

1
X
x appartient & ]0;+o0]

1. f(x)=(In(x))x

x20

lim f(x)=+00
x20

2.a. x appartient ]0;+oo[

ln(%?):%ln(x)

lim In(x)=—o0 donc £i_r)13(ln(x))2=+oo et 1iml:+oo

Vx (Vx) 4
2.p. lim Vx=+00 et lim ——~
X2+ X+ X

Conséquence
lim f(x)=0

x>+

3.a. Pour tout nombre réel x de l'intervalle |0;+o]

(n(x))=L ()Y =2(n(x))x -

On dérive un quotient :

u(x)Z(ln(x))2 u'(x):2(1n(x))x%

1 2
(m x>)2:z<m“‘” _1(in(x))

2In(x)=(In(x)] _In(x)(2=In(x))

v(x)=x v'(x)=1
22 (In(x))x L= 1x(In(x))
£'(x)= =
3.b. Lesigne de f'(x) sur ]
In(x)=0 o x=1

1
2-In(x)=0 < 2=In(x
2-In(x)< 0 < 2<In(x)

On donne le signe de f'(x) sous la forme d'un tableau.

n x)>0 1=

(
) o

0;+0o[ est le signe du produit In(x)(2—1In(x)) .
In(x)< 0 <
2-In(x)>0 < 2 >In(x)

x< 1

+00

In(x)

2-In(x)

f'(x)
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3.c. f(1)=0 car In(1)=0
e nlellf 2 4
e’ e’ e

8]

4. Le tableau de variations nous montre que la fonction f admet un maximum sur l'intervalle [1;400] égala:

4 4
§:0,54 a 10 * prés donc 7 < L

Conséquence
L'équation f(x)=1 n'admet pas de solution sur l'intervalle [1;+co[ .

. fest continue et strictement décroissante sur ]0;1], l'intervalle image est [0;+[ et I appartient & cet inter-
valle donc le théoréme des valeurs intermédiaires nous permet d'affirmer que
a

En utilisant la calculatrice , on obtient=
£(0,5)=0,96 a4 10 > prés et £(0,4)=2,10a 10 > pres puis £(0,49)=1,042a 10> pres.
Conclusion

o
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