Q3 Meilleur en maths

Exercice 5 Candidats n'ayant pas suivi lI'enseignement de spécialité 5 points

Soit (un) la suite définie par U,=3 | u;=6 et pour tout entier naturel n : U, ,=—U , ——U .

Le but de cet exercice est d'étudier la limite éventuelle de la suite (un) .
Partie A :

On souhaite calculer les valeurs des premiers termes de la suite (un) a l'aide d'un tableur.
On a reproduit ci-dessous une partie d'une feuille de calcul, ou figurent les valeurs de U, etde u, .
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1. Donner une formule qui, saisie dans la cellule B4, puis recopiée vers le bas, permet d'obtenir des valeurs de
la suite (un) dans la colonne B.

2. Recopier et compléter le tableau ci-dessus. On donnera des valeurs approchées & 10 prés de U, pour n
allantde 2 a 5.

3. Que peut-on conjecturer a propos de la suite (u,) 2
Partie B : Etude de la suite

On consideére les suites (Vn) et (Wn) définies pour tout entier naturel n par :

Vn:un+1_Zun et Wn:un_7 .

1.a. Démontrer que (Vn) est une suite croissante.

1.b. En déduire que, pour tout entier naturel n, U, :Z UH+T )

2.a. En utilisant le résultat de la question 1.b. montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n :
u,<u,,,<l5.

2.b. En déduire qie la suite (un) est convergente.

n+l

3.a. Démontrer que (w,) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.
1

n—1
3.b. En déduire que, pour tout entier naturel n, u,= 7—(2) .

3.c. Calculer la limite de la suite (un) )
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CORRECTION

Partie A :

(u,) est la suite définie par U,=3 et U,;=06 tpour tout entier naturel n: u,, 2= Un T U

1. En B4 on écrit :

2. En utilisant la calculatrice on compléte le tableau.

A B
1 n Uy
2 (] 3
3 1 6
4 2 6.75
5 3 6.938
6 4 6.984
7 5 6.996
3. Conjecture :
(u,)
Partie B : étude de la suite
1.a. Pour tout entier naturel n
vV.=u l—lu donc
n n+ 4 n
vV . =u —lu ziu —lu —lu =u —lu =v
n+1 n+2 4 n+l 4 n+l 4 n 4 n+l n+l 4 n n
et la suite (Vn) est constante.
VOZuI—%u0:6—%X3=%
Conclusion
21

Pour tout entier naturel n : Vn:T .

1.b. Pour tout entier naturel n :

A% :ﬂ:u —lu d u :lu +£
n 4 n+l 4 n onc n+l 4 n 4

2.a. On veut démontrer, en utilisant un raisonnement par récurrence, que pour tout entier naturel n, on a :
u <u, <15,
Initialisation
u,=3, u,=6 et 3<6<15 donc U, <u, <15,
La propriété est vérifiée pour n=0.
Hérédité

Pour démontrer que la propriété est héréditaire, pour tout entier naturel n, on suppose que U4, < u, ;< 15

et on doit démontrer que U,,; < u,,, < 15,

. 1 1
Si u, <u,, <15 alors 7l < 7 Une < ZXlS et Zun+7 < 74t 7T
36

soit Uy < Uy, < 729 <15,

1 21 1 21 15 21
+2 <

Conclusion

Le principe de récurrence, nous permet d'affirmer que pour tout entier naturel n,ona: u, < u,,, < 15,
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2.b. Pour tout entier natureln, ona: u, < u,,; donc la suite (un) est croissante.
. Pour tout entier naturel n, ona: u, < 15 donc la suite (un) est majorée par 15.
. Conséquence

(u,)

3.a. Pour tout entier naturel n :

w,=u, —7
1 21 1 7_1 1
= — [ =— + = —_— —_ =
Wn+l un+l 4un 4 7 4un 4 4(un 7) 4Wn
1
(w,) est la suite géométrique de raison q:Z et de premier terme Wy=u,—7=3—-7=—4

3.b. Pour tout entier naturel n :

o= {5

n—1

3.c. O <%<1 donc lim 1 =0 et lim u, _

n-=>+w
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