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Exercice 5    Candidats n’ayant pas suivi l’enseignement de spécialité     5 points

Soit k un réel strictement positif.

On considère la suite (u n) définie par u0=1  et u1=k ,et pour tout entier naturel n par : un+2=
un+1

2

k un

.

On admet que tous les termes de la suite (u n) existent et sont strictement positifs.

1.  Exprimer u2 , u3  et u4  en fonction de k.

2.  À l’aide d’un tableur, on a calculé les premiers termes de la suite (u n) pour deux valeurs de k.
     La valeur du réel k est entrée dans la cellule E2

2.a.  Quelle formule saisie dans la cellule B4 permet par recopie vers le bas de calculer tous les termes de la
         suite (u n) .
2.b.  Conjecturer, dans chaque cas, la limite de la suite (u n) . 

Dans la suite , on suppose k=e.

On a donc u0=1 , u1=e   et, pour tout entier naturel n : un+2=
un+1

2

e un

 .

3.  On définit, pour tout entier naturel n, la suite (vn)  par : vn=ln (un+1)−ln (u n) .
3.a.  Démontrer que la suite (vn)  est arithmétique de raison -1 et de premier terme v0=1 .
3.b.  En déduire, pour tout entier naturel n, l’expression de vn en fonction de n.

4.  On définit, pour tout entier naturel n non nul la suite (Sn)  par Sn=v0+v1+. . .+vn−1 .

4.a.  Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, Sn=
n (3−n)

2
.

4.b.  Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, on a Sn=ln (u n) .

5.a.  Exprimer un  en fonction de n et en déduire la limite de la suite (u n) .
5.b.  Trouver la plus petite valeur de n telle que un<10−50  par la méthode de votre choix (écriture d’un algo-
         rithme, résolution d’inéquation, etc.)
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CORRECTION

1.  u2=
u1

2

k u0

= k 2

k×1
=k     u3=

u2
2

k u1

= k2

k×k
=1      u4=

u3
2

k u2

= 12

k×k
= 1

k2

2.a.  En B4 :    =B3^²/(B1*$E2)
2.b.  Conjectures

         k=e           lim
n →+∞

un=0            

        k=0,9         lim
n →+∞

un=+∞

3.  Pour tout entier naturel n : vn=ln (un+1)−ln (u n)
3.a.  Pour tout entier naturel n :

        vn+1=ln (u n+2)−ln (u n+1)=ln( u n+1
2

e u n
)−ln (u n+1) = ln (u n+1

2 )−ln (e u n)−ln (un+1)

        vn+1=2ln (un+1)−ln(e)−ln (un)−ln(u n+1) = ln (u n+1)−ln (un)−1=vn−1
        Donc (vn)  est la suite arithmétique de premier terme v0=ln(u1)−ln (u0)=ln (e)−ln (1)=1  
        et de raison r=−1 .
3.b.  Pour tout entier naturel n
        vn=v0+nr=1−n

4.  Pour tout entier naturel non nul n : Sn=v0+v1+…+vn−1 .
4.a.  On veut déterminer en utilisant un raisonnement par récurrence que, pour tout entier naturel non nul n,

        Sn=
n (3−n)

2
.

        Initialisation

        S1=v0=1      et    
1×(3−1)

2
=1  

        La propriété est vérifiée pour n=1.
        Hérédité

        Pour démontrer que la propriété est héréditaire pour tout entier naturel n, on suppose que Sn=
n (3−n )

2

        et on doit démontrer que Sn+1=
(n+1)(3−n−1)

2
=

(n+1)(2−n)
2

        Sn+1=Sn+v n=
n (3−n )

2
+1−n=

n (3−n )+2 (1−n)
2

= 
3 n−n2+2−2 n

2
=−n2+n+2

2
 

         or  (n+1)(2−n)=2 n−n 2+2−n=−n2+n+2

         donc  Sn+1=
(n+1)(2−n)

2
        Conclusion

        Le principe de récurrence nous permet d’affirmer que pour tout entier naturel non nul n, Sn=
n (3−n )

2
.

4.b.  On veut démontrer en utilisant un raisonnement par récurrence que, pour tout entier naturel non  nul  n,
        Sn=ln (u n) .
        Initialisation
        S1=v0=1      ln (u1)=ln (e)=1
        La propriété est vérifiée pour  n=1 .
        Hérédité
        Pour démontrer que la propriété est héréditaire pour  tout  entier  naturel  non  nul  n, on  suppose  que
       Sn=ln (u n)  et on doit démontrer que Sn+1=ln (u n+1) .
        On a Sn+1=Sn+v n=ln (un)+ln(un +1)−ln (u n)=ln (un+1)
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       Conlusion
       Le principe de récurrence nous permet d’affirmer que, pour tout entier naturel non nul n, Sn=ln (u n) .

5.a.  Sn=ln (u n)=
n(2−n)

2   donc  un=e
n(3−n)

2   

        lim
n →+∞

n(3−n)
2

=−∞   et  lim
x→−∞

ex=0  

         donc  lim
n →+∞

un=0

5.b.  On veut déterminer le plus petit entier naturel n tel que un<10−50  ;

        Première méthode   Résolution d’une inéquation
 

       
un<10−50

  
⇔

  
e

n(3−n)
2 <10−50

  
⇔

  

n (3−n )
2

<ln (10−50)
  

⇔
  

n (3−n)
2

<  −50 ln (10)

       ⇔   n(3−n)<  −100 ln (10)   ⇔   0<n2−3 n−100 ln (10)
       On détermine le signe du trinôme T(n)=n2−3 n−100 ln (10)

       Δ=9+400 ln (10)>0      n '=3−√Δ
2

<0      n ' '=3+√Δ
2

=16,74  à 10−2  près

       n  étant un entier naturel  T(n)>0   ⇔   n  ⩾17 .
       La plus petite valeur de n est 17.

       Deuxième méthode    Utilisation de la calculatrice
        En complétant les résultats donnés par le tableur

       u15=
3,6252×10−68

e×5,9×10−29
= 3,6252

e×5,9
×10−39=8,194×10−40

 

       u16=
3,6252×10−80

e×3,625×10−34
= 8,1942

e×3,625
×10−46=6,814×10−46

  

       u17=
6,8142×10−92

e×8,194×10−40
= 6,8142

e×8,194
×10−52=2,085×10−52

       La plus petite valeur de n est 17.

       Troisième méthode     Utilisation d’un algorithme avec une programmation en Python
       (On propose un algorithme permettant de retrouver les résultats donner par le tableur).

       Programme
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           Exécution

            La plus petite valeur de n est 17.
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