Q3 Meilleur en maths

Exercice 1 5 points

Une ferme aquatique exploite une population de crevettes qui évolue en fonction de la reproduction naturelle et
des préleévements effectués.

La masse initiale de cette population de crevettes est estimée a 100 tonnes.

Compte tenu des conditions de reproduction et de prélévement, on modélise la masse de la population de cre-
vettes, exprimée en tonne, en fonction du temps, exprimé en semaine, par la fonction f, définie sur I’intervalle

(1) 100 p

——1 _(1—ple " ou p est un paramétre strictement compris entre 0 et 1 et qui dépend des
différentes conditions de vie et d’exploitation des crevettes.

10;+00[ par:

1. Cohérence du modele
1.a. Calculer f,(0).
1.b. Onrappelleque 0 < p < 1.
Démontrer que pour tout nombreréel t = 0, 1—(1—p)e™ > p
1.c. En déduire que pour tout nombre réel t > 0, 0 < f (t) < 100

b

2. Etude de I’évolution lorsque p=0.9.
Dans cette question, on prend p=0,9 et on étudie la fonction fo définie sur [0;+oo[ par :
90
foolt) 1-0,1e""
2.a. Déterminer les variations de la fonction o .
2.b. Démontrer pour tout nombre réel t = 0, fgbg(t) = 90
2.c. Interpréter les résultats des questions 2.a. et 2.b dans le contexte.

3. Retour au cas général.
On rappelleque 0 < p < I.
Exprimer en fonction de p la limite de , lorsque t tend vers +oo .

4. Dans cette question, on prend pzz .
_t
4.a. Montrer que la fonction H définie sur I’intervalle [0;+oo[ par: H (t)=100 ln(2—e 2)+50t
est une primitive de la fonction f sur cet intervalle.
2

4.b. En déduire la masse moyenne de crevettes lors des 5 premiéres semaines d’exploitation, c’est a dire la

valeur moyenne de la fonction f1 sur I’intervalle [0;5].
2

En donner une valeur approchée arrondie a la tonne.
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CORRECTION

Pour tout nombre réel t de I’intervalle [0;+o0[ : f, (t)=

1. Cohérence du modele
La. f(0)=—100p __100p_
1—(1—-p)e p
(La masse initiale de cette population de crevettes est estimée a 100 tonnes).
1.b. Pour toutnombreréel t = O,ona 0 < p< 1 donc 0 < pt <te 0= —pt=—t
La fonction exponentielle est croissante sur [0;+00]
e >e™>e donc 1 =e”
Or 1—p > 0 donc (1-p)x1 = (1-p)e ™ et —(1—p) < —(1—p)e™
Onobtient: 1—(1—p) < 1—(1—p)e™ soit p < I—(1—ple™

1 >0 d L
C. P onc b —(1—p)e ™
100p 100p .
donc > =f (t) soit 100 > f (t
100p >0 1_(1_p)e—pt p( ) P( )
100p > 0 et 1—(1—p)e™ = p > 0 donc f,(t) >0

Conclusion
0 < fp(t) < 100 |

2. Etude de 1’évolution lorsque p=0,9

90
Pour tout nombre réel t de intervalle [0;+00] : Foolt)= T—01e ™"
2.a. foo est dérivable sur [0;+o]
: _ oo ~ 1\ —-v
(e™)=-0,9¢""" donc (1-0,1¢*’")=0,9¢>" et (;) ==
%
, —0,9¢”
f0’9(t)=90>< m) <0
foo est strictement décroissante sur [0;+00] .
2, im—09t=—c ¢ lim ¢'=0 gone lime™'=0 ¢ lim fo’9(t):19—0:90
X=>—0 >+ £ +00 —
Tableau de variation
t 0 +00
fp (t) -
100
90

Pour tout nombre réel t de I’intervalle [0;+o0] fo,g( t) appartient a I’intervalle [90;100]
donc pour tout nombre réel t de Iintervalle [0;+c0[ , foo(t) = 90 |
2.c. La masse de la population de crevettes,en tonne, diminue dans le temps mais reste supérieure a 90 tonnes.

3. Retour au cas général
0<p<1 lim—pt=—c0 o lime'=0 gopc lime

t>+00 x> —o0 t=>+c0

—pt_

Conséquence
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@ Meilleur en maths
lim f (t)=100p

t>+00

4. Pour cette question on prend p= 5

Pour tout nombre réel t de I’intervalle [0;+o0]

50 100
f, (t): T

t
! t
2——e ? 2—¢?

4.a. Pour tout nombre réel t de I’intervalle [0;+o0] :

_t
H(t):1001n(2—e 2)+50t

H est dérivable sur [0;+0]
t

1 ) t t
_e _—— —_—
: 2 50e 2+100—50e > 100
H(t)= T+50= — = ;t:fl(t)
2—¢? 2—e ? 2—e?2 ?

H est une primitive de £, sur [0;+o0] .
2

5
4.b. La valeur moyenne de f, sur [0;5] est: M—LO ! 1 t)dt_ - H(5)—H(O))
2
H(5)=100In(2—e >*)+250  H(0)=1001In(1)+5
u=201In(2—e**)+50
En utilisant la calculatrice, on obtient : w=63 a I’unité pres.

Conclusion
La valeur moyenne de la fonction f,; sur ’intervalle [0;5] est 63 (tonnes).
2

o
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